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PRÉFACE DE LA PREMIÈRE ÉDITION. 



ORIGINE ET BUT DE CET OUVRAGE. 



Des Leçons sur Télasticité des corps solides font 
partie essentielle du Cours de Physique mathématique 
que je professe à. la Faculté des Sciences de Paris. 
Plusieurs personnes très-compétentes, qui ont assisté 
à ces Leçons, me conseillent de les publier, et pen- 
sent que cet Ouvrage ne sera pas sans utilité. En sui- 
vant un conseil^ dicté sans doute par une extrême 
bienveillance, je ne consulte pas mes forces : je cède 
à mes convictions sur l'importance et l'opportunité 
du sujet dont il s'agit. 

La Physique mathématique, proprement dite, est 
une création toute moderne, qui appartient exclusi- 
vement aux Géomètres de notre siècle. Aujourd'hui, 
cette science ne comprend en réalité que trois cha- 
pitres, diversement étendus, qui soient traités ration- 
nellement; c'est-à-dire qui ne s^'appuient que sur des 
principes ou sur des lois incontestables. Ces chapitres 
sont : la théorie de l'électricité statique à la surface 



VI **« ORIGINE 



• '■■' ■•»■ " 



des corps conducteurs; la théorie analytique de la 
chaleur; enfin la théorie mathématique de l'élasticité 
des corps solides. Le dernier est le plus difficile, le 
^^ ' 'W' moins complet; il est aussi le plus utile, à une époque 
^^ *lSi^' où Ton veut apprécier l'importance d'une théorie 
^"■j mathématique par les résultats qu'elle peut fournir 
.-' ' immédiatement à la pratique industrielle. 
'' L'Analyse ne tardera pas, sans doute, à embrasser 

d'autres parties de la Physique générale, telles que la 
théorie de la lumière, et celle des phénomènes électro- 
dynamiques. Mais, on ne saurait trop le répéter, la 
véritable Physique mathématique est une science aussi 
rigoureuse, aussi exacte que la Mécanique rationnelle. 
Elle se distingue, par là, de toutes les applications 
qui s'appuient sur des principes douteux, sur des hy- 
pothèses gratuites ou commodes, sur des formules 
empiriques; le plus souvent ce ne sont là que des 
essais, que des calculs numériques au service d'une 
classification factice. 

Cependant, la lenteur des progrès de la vraie science 
oblige d'avoir recours à ce genre d'applications, pour 
coordonner les théories physiques, pour étudier et 
comparer les moteurs, les machines, les projets de 
constructions de toute sorte, pour jauger les cours 
d'eau, les cond^iites de gaz, etc. Malgré leur utilité 
actuelle, qui est incontestable, toutes ces théories 
empiriques et partielles ne sont que des sciences d*at- 
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ET BUX DE CET OUVBAGE. VII 

tente. Leur règne est essentiellement paëisager, inté- 
rimaire. 11 durera jusqu'à ce que la Physique ration- 
nelle puisse envahir leur domaine. Elles n'auront plus 
alors qu'une importance historique. 

Jusqu'à cette époque, peut-être plus voisine qu'on 
ne le croit généralement, enseignons avec soin ces 
sciences d'attente, que d'habiles praticiens ont édi-?"^if;- 
fiées, afin de répondre aux besoins incessants des arts 
industriels. Mais ne les enseignons pas seules : tenons 
les élèves-ingénieurs au courant des progrès lents, 
mais sûrs, de la véritable Physique mathématique ; et, 
pour qu'ils puissent eux-mêmes accélérer ces progrès, 
faisons en sorte qu'ils connaissent toutes les ressources 
actuelles de l'Analyse. 

C'est ce dernier but que je me propose, çn publiant 
des Leçons sur la Théorie mathématique de l'élas- 
ticité, considérée dans les corps solides. La table des 
matières, le commencement ou la fin de chaque Le- 
çon, les articles marqués d'un astérisque, indiquent 
suffisamment les objets traités, les théorèmes nou- 
veaux, leur importance et leur liaison, sans qu'il soit 
nécessaire d'en parler ici. 
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PREMIÈRE LEÇON. 

De rélasticité. — Des corps solides homogènes. — Origine et principe de 
la théorie de Télasticité. — Des forces élastiques. 



1 . Définition de rélasticité. — Lorsque les molécules 
de la matière constituent un corps ou un milieu, limité ou 
indéfini, les causes qui ont assigné à ces molécules leurs 
positions relatives sont en quelque sorte persistantes, ou 
agissent continuellement^ car, si quelque effort extérieur 
change un peu et momentanément ces positions, les mêmes 
causes tendent à ramener les molécules à leurs places pri- 
mitives. C'est cette tendance ou cette action continue que 
Ton désigne sous le nom d'élasticité. 

L'élasticité a une limite. Quand TefTort extérieur a trop 
changé les positions relatives des molécules, ou lorsqu'il a 
trop longtemps exercé son action, le corps reste déformé; 
c'est-à-dire que les molécules ne reprennent pas leurs an- 
ciennes places et s'arrêtent dans de nouvelles positions. Les 
déformations permanentes sont dues aux mêmes causes que 
l'élasticité, mais ce sont des effets d'une autre nature et que 
nous n'étudierons pas. La plus grande intensité ou la plus 
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2 LEÇOjNS 

faible durée de Tefifort extérieur, qui n'amène pas une dé- 
formation permanente, sert de mesure à la limite de Fêlas- 
ticité. Cette limite est rapidement dépassée dans les fluides 
et certains cor|>.s solides, mais elle n^est réellement nulle 
pour aucun milieu. 

L'élasticité est donc une des propriétés générales de la 
matière. Elle est, en effet, l'origine réelle ou l'intermé- 
diaire indispensable des phénomènes physiques les plus 
importants de l'univers. C'est par elle que la lumière se 
répand, que la chaleur rayonne, que le son se forme, se 
propage et se perçoit, que notre corps agit et se déplace, 
que nos machines se meuvent, travaillent et se conservent, 
que nos constructions, nos instruments échappent à mille 
causes de destruction. En un mot, le rôle de l'élasticité, 
dans la nature, est au moins aussi important que celui de 
la pesanteur universelle. D'ailleurs la gravitation et l'élas- 
ticité doivent être considérées comme les effets d'une même 
cause, qui rend dépendantes ou solidaires toutes les parties 
matérielles de l'univers, la première manifestant cette dé- 
pendance à des distances considérables, la seconde à des 
distances très-petites. 

2. Définition des corps solides-homogènes. — Dans le 
Cours actuel, nous n'étudierons les- effets de l'élasticité que 
6ur les corps solides homogènes. U importe de définir ici 
le genre d'homogénéité que nous admettons. On appelle 
homogène un corps formé par des molécules semblables, 
simples ou composées, qui ont toutes les mêmes propriétés 
physiques et la même composition chimique; nous suppo- 
sons, de plus, qu'elles occupent des espaces égaux^ et nous 
appelons système moléculaire l'espace élémentaire et de 
forme polyédrique qui appartient à chaque molécule ou 
qui la contient seule. D'après cela, les corps homogènes 
-que nous considérons sont ceux dans lesquels une droite L, 
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de longueur appréciable et de direcûon déterminée, tra* 
verse le même nombre n de systèmes moléculaires, en 

quelque endroit qu'elle soit placée-, le rapport — peut 

d'ailleurs varier avec la direction de la droite L. 

Cette définition de Thomogénéité embrasse les corps so* 
lides cristallisés, quelle que soit la forme, régulière, semi* 
régulière ou irrégulière, de leur molécule intégrante^ le 

rapport *- peut alors avoir des valeurs très-différentes, 

suivant les diverses directions. Dans les corps homogènes 
non cristallisés, tels que les métaux, le verre, on admet 

que le rapport — varie très-peu, ou ne varie pas sensible- 
ment; c'est-àndire que ce rapport peut être considéré 
comme indépendant de la direction de L. Cette hypothèse 
exige que n soit très-grand, quelque petite que soit la ligne L: 
car il est impossible de distribuer un nombre fini de points 

matériels, de telle sorte que le rapport — soit constant. Mais 

on verra qu'il peut exister, dans un corps solide, une telle 
distribution r^ulière des molécules, que les effets de l'é- 
lasticité soient ^complètement indépendants de la direction 
des axes de symétrie; lorsque ce mode de distribution a 
lieu^ le corps solide eat homogène et d'élasticité constante. 
Cette dernière définition ne repose sur aucune abstraction; 
et le nombre n peut être quelconque, petit ou grand. 

Il importe souvent de considérer d'abord un corps solide 
dans son état d'homogénéité absolue, avant qu'aucune ac- 
tion étrangère ait mis en jeu son élasticité; que cette action 
provienne d'efforts exercés à la surface même du corps, ou 
qu'elle soit le résultat d'actions à distance. En un mot, 
l'éui primitif supposé est celui du corps solide complète- 
ment libre, et même soustrait à Faction déformatrice de la 

1 • 
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ptîsanleur, tel qu'il serait, par exemple, en tombant libre- 
ment dans le vide. Un corps solide pesant, rendu immo- 
bile, n^est plus dans cet état d'homogénéité absolue^ s'il est 
suspendu par un fil, ou placé sur un support, l'élasticité y 
a développé des forces intérieures et d'intensités différentes, 
qui maintiennent au repos ses diverses parties*, en réalité, 
sa densité n'est plus uniforme. Toutefois, pour presque 
tous les corps solides, pour ceux surtout que nous avons 
principalement en vue, la déformation qui résulte de l'ac- 
tion de la pesanteur sur ces corps seuls est tout à fait insen- 
sible; c'est-à-dire qu'en retournant l'un d'eux, pour le faire 
reposer successivement sur ses différentes faces, on ne peut 
distinguer aucune différence dans sa forme aux diverses 
stations. La théorie indique d'ailleurs en quoi consistent 
ces déformations, dont l'existence est réelle, et donne les 
moyens de les calculer. Ces définitions et ces notions pré- 
liminaires étant établies, on peut aborder, comme il suit, 
la théorie mathématique de l'élasticité considérée dans les 
corps solides. 

3. Origine de la théorie de V élasticité, — Dans la 
théorie de l'équilibre et du mouvement des corps solides, 
on considère ces corps comme ayant une rigidité parfaite \ 
on suppose que les distances des points d'application des 
forces restent invariables, quelque intenses que soient ces 
forces. Cette abstraction suffit pour les problèmes qu'on a 
en vue, et simplifie leurs solutions sans troubler leur ri- 
gueur, excepté dans quelques cas très-particuliers. Mais 
cette hypothèse laisse ignorer la loi suivant laquelle se 
transmet, d'une partie à l'autre du corps solide, l'influence 
réciproque qui fait détruire l'action d'une force par celle 
des autres; c'est cependant un phénomène important et qui 
a ses limites, bien nécessaires à connaître, puisque, quand 
les forces qui se font équilibre par l'intermédiaire solide 
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acquièrent un degré suflGsant d'intensilé, le corps, après 
avoir plus ou moins changé de forme, finit par se briser. 
C'est la nécessité d'étudier ce phénomène et d'éviter, dans 
les constructions, les ruptures et les déformations perma- 
nentes, qui a donné naissance à la théorie mathématique 
de l'élasticité des solides, théorie que les géomètres ont 
étendue à la recherche des lois que suivent les petits mou- 
vements, ou les vibrations des' milieux élastiques. 

Un corps solide peut être considéré comme le lieu géo- 
métrique d'un nombre infini de points matériels, lequel se 
distingue du reste de l'espace par plusieurs propriétés méca- 
niques. Lorsque le solide est à Fétat de repos relatif, les 
points matériels qui le composent sont sollicités par des 
forces, ou nulles, ou qui se font équilibre. Mais, quand on 
exerce un effort à la surface, celle-ci entre en mouvement, 
l'ébranlement se communique aux molécules intérieures, 
le solide se déforme légèrement et se constitue bientôt dans 
un nouvel état d'équilibre. Ce phénomène, très-sensible 
sur certains corps, exigerait des instruments délicats pour 
être constaté sur d'autres, mais il existe pour tous. Les 
points matériels placés à la surface,et qui reçoivent l'action 
immédiate d'une pression, transmettent cette pression aux 
molécules intérieures du solide, et éprouvent de leur part 
une pression égale, qui maintient leur nouvel équilibre; 
les molécules de la seconde couche exerceront sur les molé- 
cules placées à une plus grande profondeur une action ana- 
logue. Ainsi se propage, suivant une loi inconnue, la pres- 
sion exercée à la surface, jusqu'à ce qu'elle soit détruite 
par un obstacle contre lequel s'appuie le solide. Quand la 
pression extérieure cesse, les pressions intérieures cessent 
aussi 9 et tout finit par rentrer dans l'état primitif, si toute- 
fois l'effort extérieur n'a pas dépassé une certaine limite. 

Soit un corps cylindrique aux bases duquel on applique 
des tractions égales et opposées-, il s'allonge légèrement et 
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Téquilibre se . rétablit ensuite. La traction exercée aux 
extrémités s'est propagée dans Fintérieur du cylindre : en 
effet, si l'on imagine une section perpendiculaii*e aux arêtes, 
il est nécessaire, pour le nouvel état d'équilibre, que la 
partie du corps placée d'un côté de la section attire celle 
qui est placée de l'autre côté, et soit attirée vers elle, par 
une force égale k la traction exercée à chaque extrémité. Si 
celle-ci était remplacée par une pression^ le cylindre, au 
lieu de s'allonger, se raccourcirait, et la partie du corps 
placée d'un côté de la section exercerait sur l'autre, et éprou- 
verai t de sa part) une action répulsive égale à la pression 
exercée a chaque extrémité. Enfin, si Fou fait cesser les 
tractions ou les pressions extérieures, les attractions ou les 
répulsions intérieures cessent également, et le cylindre re-^ 
prend sa grandeur primitive. 

Les déformations d'un corps solide, c'est-*à-dire les 
variations des distances respectives des points matériels 
qui le composent 4 sont donc toujours accompagnées du dé- 
veloppement de forces attractives ou répulsives entre ces 
points. Ces variations et ces forces naissent, croissent, dé- 
croissent et s'annulent en même temps *, elles sont donc dans 
une dépendance mutuelle. C'est celte dépendance dont il 
s'agit de trouver les lois. Or les propriétés d'un corps solide 
ne pouvant dépendre que de celles des points matériels qui 
le composent, eux seuls doivent être considérés comme les 
foyers d'où émanent les forces intérieures dont nous venons 
de parler. On a donc le principe, ou, si l'on veut, le ré- 
sultat que voici. 

4. Principe de la théone de l'élasticité. — • Un corps 
solide, à la surface duquel ne s'exerce aucune pression et 
dont les molécules ne sont sollicitées par aucune force 
extérieure, est le lieu d'une infinité de points matériels 
infiniment rapprochés, mais qui ne se touchent pas, équi- 
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(listants si le corps est homogène, et qui jouissent les uns 
à regard des autres de la propriété suivante : si, en vertu 
d'un effort ou d'une action extérieure qui vient à naître 
tout à coup, deux points matériels pris au hasard, mais 
suffisamment voisins, se rapprochent ou s'éloignent l'un 
de l'autre, il en résulte entre ces deux molécules une ac- 
tion ou force, répulsive dans le premier cas, attractive 
dans le second, qui est une fonction de la distance primi- 
tive Ç des deux molécules , et de l'écartement A^, c'est- 
à-dire de la quantité dont elles se sont rapprochées ou 
éloignées. Cette fonction,. pour un même corps, est nulle, 
quelle que soit la distance Ç, lorsque l'écartement A^ est 
nul ; elle décroît rapidement, quel que soit l'écartement, 
dès que la distance ^ acquiert une valeur sensible, puisque 
toute adhésion cesse entre deux parties d'un même corps sé- 
parées par une distance appréciable. Selon que cette fonc- 
tion variera plus ou moins rapidement avec l'écartement, 
les mêmes forces extérieures produiront un changement de 
forme moins sensible dans le premier cas, plus sensible 
dans le second. La théorie développée dans ce Cours s'ap- 
plique au cas où les changements de forme résultant des 
actions extérieures sont extrêmement petits, soit que les 
actions aient de faibles intensités, soit que les corps con- 
sidérés aient une grande rigidité. Alors la fonction de l'é- 
cartement A^, et de la distance (^, se réduit au produit de la 
première puissance de l'écartement par une fonction de 
C? ^ (Ç)> V^^ ^^^ insensible dès que ^ est appréciable. 

Dans ces circonstances, soient (^g- i)^h M' les posi- 
tions primitives de deux points matériels 5 m, m' leurs nou- 
velles positions^ MM'= ^5 si l'on mène, par m, une droite 
m(jL égale et parallèle à MM', l'écartement AÇ, ou la diffé- 
rence des deux distances mn/ et m/jt, peut être exprimé par 
la projection de [xin' sur mm', car /mm' est supposé exlrê-' 
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mément petit par rapport à mm' ou Ç; ce qui doit être, si 
l'on ne considère que des déformations très-faibles. L'écar- 
tement A^, ainsi exprimé par la projection dont ir s'agit, 
aura le signe 4- si les molécules se sont éloignées, le signe — 
si elles se sont rapprochées . La grandeur insensible de ^ n'est 
pas ici une objection : car si ^ était considéré comme un in- 
finiment petit du premier ordre, AÇ serait infiniment petit 
par rapport à ^, ou un infiniment petit du second ordre. 

8. Définition de la force élastique. — Soit {fig* a) M 
une molécule intérieure du solide.Imaginons : i*^ la sphère S, 
dont le centre est en M, et qui a pour rayon la plus grande 
distance (^ au delà de laquelle F (^) est insensible, distance 
limite qu'on appelle rayon d'activité de l'action molécu- 
laire; 7? par le point M un plan quelconque LN, lequel 
partage la sphère S en deux hémisphères SA, SB; 3° au 
point M un élément superficiel extrêmement petit gt, sur 
le plan LN; 4** enfin, dans l'hémisphère SB un cylindre 
droit, très'-délié,- ayant rs pour base. Par suite de la défor- 
mation générale, les molécules contenues dans l'hémi- 
sphère SA exercent des actions sur les- molécules du cy- 
lindre. La résultante tjE de toutes ces actions est ce que 
nous appellerons Xk force élastique exercée par SA sur SB, 
et rapportée à l'élément-plan ct. Cette résultante sera, en 
général, oblique à l'élément-plan ci; si elle est normale à 
cet élément, et dirigée vers Thémisphère SA, elle repré- 
sente une traction. Si, encore normale à cr, elle est dirigée 
vers SB, elle représente une pression^ c'est-à-dire que SA 
attire le cylindre dans le premier cas et le repousse dans le 
second. Si la force élastique crE, ou la résultante qui vient 
d'être définie, est parallèle à l'élément tj, elle tend à faire 
glisser le cylindre parallèlement au plan LN ; on lui donne 
alors le nom déforme élastique tangentielle. 

Pareillement, si le cylindreest situé dans l'hémisphère SA, 
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la résultante des actions exercées sur les molécules de ce cy- 
lindre, par les molécules de l'hémisphère SB^ est la force 
élastique oE' exercée par SB sur SA, et rapportée à Télé- 
ment-plan cr. Si le corps, légèrement déformé, est en équi- 
libre d'élasticité, les deux forces élastiques uE, oE' doi- 
vent être égales en intensité, et de directions contraires ou 
opposées. Mais elles représentent toutes les deux, ou des 
tractions, ou des pressions, ou des forces tangentielles ; 
c'est-à-dire que si l'une est une traction, l'autre sera pareil- 
ment une traction directement opposée à la première. 

La force élastique crE, considérée par rapport aux élé- 
ments-plans 17, menés, tous parallèles entre eux, par tous 
les points du corps, variera en intensité et en direction, 
d'un de ces points à un autre*, de plus, au même point M, 
elle variera avec l'orientation de l'élément-plan ct, ou avec 
les deux angles de direction de la normale à cet élément. 
Ainsi E, et ses deux angles de direction <^, ¥, sont en réa- 
lité, dans le cas de l'équilibre d'élasticité, des fonctions de 
cinq variables, savoir : les trois coordonnées- x, y^ z du 
point M, et deux angles y et «{/, propres à déterminer la 
direction de la normale à l'élément t7. S'il y a mouvement 
intérieur, c'est-à-dire si la déformation s'opère, ou si le 
corps vibre, le temps t est une sixième variable que devront 
comprendre les trois fonctions. 

Quelques mots sont ici nécessaires pour définir les deux 
angles d'une direction. On indique complètement la direc- 
tion d'une droite, à l'aide de deux angles seulement, par le 
système bien connu de la latitude et de la longitude. L'axe 
des z étant l'axe polaire, le plan des ocj celui de l'équateur, 
et le plan des zx le premier méridien, la droite partant 
de l'origine se trouve dans un méridien dont la longitude 
est ^, et fait avec l'équateur l'angle ç, appelé latitude. 

L'angle ^ peut varier de o à 2 7r, l'angle y de à H 
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Si Ton imagine la sphère de rayon i dont le centre est à 
l'origine, la droite rencontrera cette sphère en un point 
dont les coordonnées seront 



.r. 



= ces (j) cos i}/, y = cos <j) sin •«]/, z = sin ^ ; 



la direction de la droite étant complètement déterminée 
quand ces coordonnées sont connues, toute quantité qui 
dépend de cette direction sera implicitement fonction de 
cosf cos^, cos f sin ^, sintp, et ne contiendra pas les 
angles (f ei^ d'une autre manière; elle satisfera ainsi aux 
deux conditions essentielles, de ne pas changer quand tp 
augmente d'un multiple de aTr, et de ne plus contenir ^ 

quand y == di - • 

Soient oX, ctY, ctZ les trois composantes orthogonales 
de oE, dirigées suivant les trois axes coordonnés; X, Y, Z 
se déduiraient facilement de E, 4>, ¥; réciproquement, ces 
dernières fonctions seront déterminées, si X, Y, Z le sont ; 
or il est plus commode de considérer ces trois dernières 
fonctions. Ainsi X, Y, Z sont, en général, des fonctions 
de six variables (r, ^, z, q), tj/, /),qui, si elles étaient dé- 
terminées, d'après les circonstances qui président à la défor- 
mation du corps, permettraient d'assigner à chaque instant, 
et en chaque point du solide, la direction et l'intensité di^ 
la force élastique qui s'exerce sur tout élément-plan passant 
parce point. La détermination de ces fonctions, et l'étude 
de leurs propriétés, font l'objet principal du Cours actuel ; 
on verra que ce problème général revient à déterminer trois 
fonctions de quatre variables seulement. 

On peut donner de la force élastique une autre défini- 
tion, en apparence plus simple que celle ([ui précède. Le 
corps solide, légèrement déformé, étant eu équilibre d'é- 
lasticité, imaginons qu'il soit coupé par un plan LN en 
deux parties A et B ; la suppression de A détruirait évi- 
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demmeot Tëquilibre de B; mais on conçoit que cet équi- 
libre pourrait être conservé, si l'on appliquait en même 
temps, sur chaque partie u du plan sécant, une force gjE 
d'intensité et de direction convenables. Or cette force tjE 
est précisément la force élastique exercée par A sur B, et 
rapportée à Télément-plan n dont le point M fait partie. 
La force élastique, ainsi définie, est analogue à la tension 
en chaque point d'un fil en équilibre, ou plutôt, la tension 
du fil est un cas particulier de la force élastique. 

Mais si cette définition est plus rapide, elle ne donne pas 
une idée bien nette de la force élastique, et, sous ce point 
de vue, sa simplicité n'est qu'une pure illusion. Quand on 
dit qu'une force est appliquée à la surface d'un corps, on 
se sert d'une expression très-vague, qu'un long usage et 
son adoption générale n'ont pas rendue plus claire. Si Ton 
chercbe à se rendre compte de la manière dont la pression 
d'un gaz se communique à la surface d'un corps solide, 
bien des doutes et des difficultés se présentent à l'esprit. On 
ne saurait admettre le contact immédiat des molécules 
gazeuses et des molécules du solide; on est conduit à con- 
cevoir une force répulsive, que le solide oppose à sa pé- 
nétration, émanant, non-seulement des molécules de la 
première couche solide, mais aussi de celles des couches 
intérieures et voisines, s 'exerçant non-seulement sur la 
première couche gazeuse, mais aussi sur des couches plus 
éloignées. On arrive de la sorte à regarder la pression com- 
muniquée comme une résultante d'actions moléculaires, de 
même nature que la force élastique, telle qu'elle résulte de 
notre première définition. S'il en est ainsi, n'y a-t-il pas 
lieu de douter que la densité du fluide, dans la zone voisine 
du solide, soit la même qu'au loin? et ce doute ne s'élond- 
il pas aux résultats obtenus dans les expériences sur les 
gaz? 

Quand on analyse le mode d'application d'une traction à 
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la surface d^un solide, on est encore conduit à concevoir des 
forces entre des couches éloignées. Plus généralement, 
tous les effets qui ont lieu au contact des corps, et même le 
sens du toucher, ne peuvent s'expliquer d'une manière sa- 
tisfaisante qu'en faisant concourir l'action mutuelle des 
couches internes. Ainsi, la première définition que nous 
avons donnée de la force élastique, non-seulement est seule 
complète, mais en outre peut servir à l'explication d'autres 
phénomènes. Toutefois, nous adoptons la seconde : éclair- 
cie par les considérations précédentes, appuyée sur l'ana- 
logie avec les tensions, elle fait pressentir, en peu de mots, 
le rôle important des forces élastiques dans les phénomènes 
qui nous occupent. 
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DEUXIÈME LEÇON. 

Équations générales de Vélaslicifcé. — Équilibre du parallélipipède et du 
tétraèdre élémentaire.— Équilibre d*une portion finie d*un milieu solide. 



6. De l'équilibre d'élasticité, — L'objet principal de 
cette Leçon est de faire voir que les trois fonctions X, Y, Z 
des six variables x, j^, Jfc, cp, ^, «, n° 5, dépendent unique- 
ment de six nouvelles fonctions de quatre variables seule- 
ment, x^jj Zyt] et que, en outre, ces nouvelles fonctions 
sont liées entre elles par trois équations aux différences 
partielles, linéaires et du premier ordre. Cette dépendance 
et ces relations résultent de la nécessité qu'une portion 
quelconque du solide, légèrement déformée, soit en équi- 
libre sous Faction des forces élastiques exercées sur la sur- 
face, et des forces qui sollicitent la masse. La densité du 
milieu solide étant p, a> étant l'élément de volume dont le 
point M fait partie, nous désignerons par jdcoXq, pwYo, 
jOcoZo les composantes, suivant les axes coordonnés, de 
la résultante des forces qui sollicitent la masse de l'élé- 
ment (i). Si le corps est en équilibre d'élasticité, ces forces 
se réduisent à la pesanteur, ou plus généralement à des 
actions émanant de points extérieurs. Mais, si le milieu est 
agité, soit qu'il se déforme, soit qu'il vibre, les compo- 
santes Xo , Yo 5 Zo doivent contenir, en outre, les forces 

d^x d^Y à'*z 

d'inertie — -^j '~~d?^ ~ln' ^^^* '*^ premier cas, 

l'équilibre est réel \ dans le second, il n'est que fictif, et 
résulte de l'application du principe de d'Alembert. 

*]Nous adoptons ici l'expression, récemment introduite, 
Ae force d'inertie^ à cause de la facilité qu'elle donne, pour 
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traiter à la fois les questions de Téquilibre et celles du mou- 
vement. Quant aux idées qui ont dicté cette expression, 
ou qu'elle amène à sa suite, ce nVst ici le lieu, ni de les ex- 
poser, ni de les apprécier. Elles se rattachent d'ailleurs au 
système général de revirement qu'on vient de faire subira 
renseignement de la Mécanique, et il faut confier au temps 
le soin de justifier ou de critiquer ce qui se rapporte à ce 
système. Tous ces changements sont, au fond, très-indif- 
férents pour les savants qui ont soigneusement étudié 
toutes les parties de la Mécanique rationnelle : ils savent, 
par d'Alembert, Lagrange, et les géomètres de leur école, 
que les questions de l'équilibre et celles du mouvement 
sont intimement liées les unes aux autres, qu'elles compo- 
sent deux parties d'un même tout, et sont comprises dans 
une même formule générale. Or, que Ton débute par exposer 
la Statique pour s'élever ensuite à la Dynamique, ou que 
Ton parte des notions du mouvement pour arriver aux lois 
de l'équilibre, ces deux marches inverses sont équivalentes, 
pourvu que Ton parcoure avec soin toute la carrière, dans 
un sens ou dans l'autre, sans négliger la fin plus que le 
commencement. Reste à savoir si, pour les étudiants qui 
sont forcés de s'arrêter en route, il est préférable d'avoir 
des idées saines en Dynamique, et de très-obscures en Sta- 
tique, ou, au contraire, de connaître à fond les lois de 
l'équilibre, et fort peu celles du mouvement. L'expérience 
répondra. 

7. Equilibre du parallélipîpède élémentaire, — Ima- 
ginons, dans le milieu solide, un élément parallélipipé- 
dique (ùz=:dxdydz^ dont les côtés soient parallèles aux 
axes, et dont le sommet le plus voisin de l'origine soit M ; 
désignons par A, B, C les trois faces dont les aires sont 
respectivement 
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et qui forment Va ngle trièdre en M^ par A% B^ C les faces 
aboutissant à l'angle trièdre opposé. L'élément &) doit être 
en équilibre sous l'action des forces élastiques exercées sur 
ses six faces, et des forces qui sollicitent sa masse pta ou 
pdxdydz. Afin d'exprimer cet équilibre, soient, pour le 
point M: UiXi, OiYi, iTiZi les valeurs particulières des 
composantes de la force élastique quand Télément-plan xs 
est perpendiculaire aux x, ou pour ç = o, ^ = 05 ci,Xj, 
CTjYj, iTîZ, les valeurs que prennent les mêmes compo- 
santes quand xs est perpendiculaire aux j^ ou pour (p = o , 

(i = -; enfin, c^jOs, OjYg, cJsZa les valeurs de ces com- 

posantes quand xs est perpendiculaire aux z , ou pour 

ç=: -• Les neuf quantités X,-, Y,-, Z, sont des fonctions de 

quatre variables seulement, x, y, z, t. Le plan de ct,. sépa- 
rant le milieu «n deux parties, cf,X;, W/Y,, ct,Z; sont les 
composantes de la force élastique, exercée par la partie du 
milieu la plus éloignée de l'origine sur celle qui contient 
cette origine ; et il résulte du n^ 5 que les composantes de 
la force élastique exercée par la seconde partie sur la pre- 
mière seront 

— cj/A./# — cy|-i|j — cj,Z,-. 

Cela posé, écrivons les six équations d'équilibre de l'élé- 
ment solide ot). Evaluons, pour l'égaler à zéro, la somme 
des composantes, suivant l'axe des j:, de toutes les forces 
appliquées à cet élément : les faces A et A' fourniront à 

cette somme les deux termes -r- cy 1 X, , H- ct, ( Xi -h --7-^ dx \ ? 

dont Fensemble se réduit au terme unique w --y-^ \ le groupe 

des faces B et B' donnera w — ^; celui de C et C, w -— -î; 

dy ^ dz 

enfin, les forces qui agissent sur la masse ptù ajouteront un 
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dernier terme pwXo, ve qui doTine, en divisant par w, la 
première des équations (i) ; les deux autres résultent d*une 
sommation semblable des composantes parallèles aux j^, 
puis de celles parallèles aux z : 

./Y. rfy, ^Ya ^ ^ 

^ rfZ, £Z, _ 

cLv dy dz " ^ 

Les trois équations dites des moments expriment, comme 
on sait, que le solide ne peut tourner autour d'un axe suc- 
cessivement parallèle aux trois coordonnées. Faisons passer 
cet axe par le centre du parallélipîpède o), et supposons-le 
parallèle auxx-, la résultante des forces pwXo , pwYo, pwZo, 
étant appliquée an centre de o), donnera un moment nul. 
Les forces élastiques exercées sur les faces A et A ' ont des 
résultantes qui rencontrent l'axe aux milieux mêmes de ces 
faces ^ elles n'entreront donc pas dans la somme des mo- 
ments. Les composantes 

des forces élastiques respectivement exercées sur les faces 
B, B', C, C concourent au centre de w, ou en un point de 
T-axe*, elles ne fourniront donc rien en plus. Les compo- 
santes 

— CTjXj, -+- tarJXa -f- — ^rfyjj —03X3, -h CJj ( X3 -f- — ^ e/z I 

des mêmes forces élastiques, étant parallèles à Taxe, seront 
dans le même cas. Il reste les composantes 

^^or,Z„ -f- CT, ^Z, -f- — ' dy\ , — UsYs, -h cj.fY, -h — ' dz\ , 



SUR l*£lasticité. 17 

qui agissent tangcmiellement aux faces 13, 13^ C, C^ dans 
un plan perpendiculaire à Taxe, et qui forment deux cou- 
ples de sens contraires, — - et — -f en négligeant les infi- 
niment petits du troisième ordre devant ceux du second. 
L'ëquation des moments,.pour l'axe proposé, se réduit donc 
à Tégalité de ces deux couples , ou à la première des équa- 
tions (a); les deux autres résultent de Tégalité des deux 
couples contraires, qui tendent à faire tourner l'élément (ù 
autour d'un axe central parallèle auxj^, puis parallèle 
aux z : 

(2) T, = Z„ Z.=:X3, X, = Y|. 

Nous pouvons, par une extension dont on trouve de fré- 
quents exemples dans les applications de la Mécanique, et 
notamment dans la théorie des fluides, appeler force élasti- 
que, et composantes de la force élastique, la fonctionE, n** 5, 
et les fonctions X, Y, Z, dépourvues de tout facteur : il 
suffit de concevoir que ces forces s'exercent sur l'unité de 
surface, avec la même intensité relative que sur l'élément 
plan or. Cela posé, les équations ( 2 ) expriment que des neuf 
composantes X,,y,, Z;, six sont égales deux à deux. Pour 
démêler,' d'une manière commode, quelles sont les compo- 
santes qui sont égales entre elles, changeons de notation : 
désignons les neuf composantes par la seule lettre C, affec- 
tée, en haut et en bas, de l'un des indices .r , /, z 5 celui 
d'en haut indiquant l'axe auquel l'élément u est perpendi- 
culaire, celui d'en bas Taxe auquel la composante est pa- 
rallèle; on aura ainsi le tableau (3) : 

(3) C^^ = X., (^^ = Y„ &'^ = Z,. 

2* ÉDIT. ^ 
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Alors les relations (a) expriment qnCySiVon interveriU les 
deux accents, la composante conserve la même valeur* 
On verra que cette. propriété remarquable n'est qu'un cas 
particulier d'une propriété plus générale, n** 9. 

8. Inti;oduction des Nj,T,-. — D'après l'énonce mné- 
monique qui précède, les composantes C, ^ ou Xi , C^^^ ou 
Yi, Ci*^ ou Zs, restent distinctes; nous les désignerons res- 
pectivement par Ni , Ns , Na . On aura ^isuite, par le même 
énoncé, 

C^*^ ou Y3 = C^^ ou Z„ 

Cf^ ou Z, =:d;^ ou X3, 

C^^ ou X,=:d'^ ou Y.; 

nous désignerons respectivement ces composantes par Ti^ 
Ti , Ta . P' après ces conventions, les N,- donnent les compo* 
santés normales de la force élastique, pour les trois posi- 
tions Ui de l'élément plan xs ; lesT,- donnent les composantes 
tangenlielles qui sont nécessairement égales deux à deux. Si 
Ton remplace, dans les équations {i]^ lesX«,T(-9 Z^ par 
leurs équivaleqts N,, T.-, on obtient les trois équations 

rfT, ^T, ^Nj ^ 

qui peuvent être regardées comme le résultat de l'élimina- 
tion de trois des neuf composantes entre les six équations 
d'équilibre (1) et (2). Ainsi les équations (4) expriment à 
elles seules l'équilibre de Télément parallétipipédique oi). 
Il faudra se rappeler constamment que leis six fonctions 
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de quatre variables, N,, T,, qui entrent dans les équa- 
tions (4)) donnent, par le tableau 

%, N„ t., 
Tj , T| , N3 , 

leS'CâftJ)ô«antes, rapportées à l'unité de surface, de la force 
élastique exercée sur Télément plan xs ; la première ligne, 
horizofttate ou verticale^ quand cet élément esl perpendi- 
culaire aux x^ la seconde auxj^, la troisième aux z. Ceil« 
indifférence du sens- horizontal ou du sens vertical tra- 
duit, d'une autre manière, la réciprocité signalée par les 
équations (a), et énoncée au n** 7. 

Les équations (4) doitent exister, quelles que soient les 
variables JC, y, ij, t. Elles expriment non-sefulement l'équi- 
libre du parallélipipède to, à toute époque, en quelque lieu 
qu'il soit, mais encore celui de toute portion finie du 
corps qui serait coioplételnent décomposable en prismes 
rectangles^ ou dont la surface ne comprendrait que des 
facettes parallèles aux plans coordonnés. Mais si cette sur- 
face avait des facettes inclinées, la décomposition en prismes 
laisserait des résidus tétraédriques , dont l'équilibre, non 
établi pai' les seules équations (4)) exige de nouvelles rela^ 
tiens. 

9. Équilibre du tétraèdre élémentaire. — Imaginons 
un tétraèdre infiniment petit dont un sommet soit en M, et 
dont les trois arêtes qui partent de ce sommet soient pa- 
rallèles aux axes. Désignons par car l'aire de la face trian- 
gulaire opposée, laquelle forme la base du tétraèdre, et 
soient m, n, p les cosinus des angles que la hauteur ou la 
normale de l'élément plan zs fait avec les axes desx,*^, z. 
Ces trois cosinus, exprimés en fonction des deux angles de 
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direction 9, ^ de la normale, sont 

(6) /w =:cos(pcosip, « = cosy sin>|/, /? = sin<p, 
et Télimination de (f et ^ donne la relation connue 

(7) m^-hn^-hp^:=i. 

k. 

D'après un théorème sur la projection des aires, le» trois 
faces triangulaires rectangles a, 6, c du tétraèdre qiignous 
venons de définir, lesquelless sont respectivement pSi^n- 
diculaires aux a:, aux^, aux z, auront pour surface 

a^=nicjf b =:: ntSy c'-=pt3. 

Cela posé, le tétraèdre devant être en équilibre sous 
Taction des forces élastiques qui s'exercent sur ses quatre 
faces, et des forces qui sollicitent sa masse, les sommes des 
composantes de ces forces, estimées suivant chaque axe, 
devront être nulles. A la somme des composantes suivant 
l'axe des x^ la face inclinée fournira le terme Xct.; la 
face a, le terme — Ni. mu ; la face i, — T». /^cr; la face c, 
— T,./?cy5 les forces qui agissent sur la masse donneront 
un terme égal à pXo multiplié par le volume du tétraèdre, 
jjui est un infiniment petit du troisième ordre; ce cin- 

*ème terme disparaîtra donc à la suite des quatre autres, 
sont des infiniment petits du second ordre. Égalant la 
somme trouvée à zéro et divisant par iïï, on obtient la pre- 
mière des équations 

Y=:/wT3-*-/2N,+ ;?T,, 
Z =mTa-l-/ïT, +/>N3; 

les deux autres résultent d'une sommation semblable des 
composantes parallèles auxy, puis parallèles aux z. 

Les équations (8), quand on y substitue à m, «, p leurs 
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valeurs (6), deviennent 

IX = NiCosçcos>|/ +TsCOS7$in4> -f-T, sin<p, 
Y r= Ts cosy cos^ -+- Njcosy sin4» -h Ti sin<p , 
Z = TsCOSfp cos^ -h T, cosf sïn^ -h Nssin^, 

et indiquent de quelle manière ^ et ^ entrent nécessaire- 
ment dans les fonctions de six variables X, Y, Z, n** 5. On 
voit par là que les composantes X, Y, Z de la force élas- 
tique E dépendent uniquement des six fonctions N,, T|, 
lesquelles sont à quatre variables, et qui doivent vérifier 
les trois équations (4) aux différences partielles, linéaires 
et du premier ordre; c'est le résultat que nous annoncions 
au commencement de cette Leçon. .^, 

Les équations (8) démontrent 1er théorème général dont ^ 
la réciprocité signalée par les équations (a) n'est qu'un cas 
particulier : la force élastique qui s'exerce en M sur un 
élément-plan perpendiculaire aux x a pour composantes, 
suivant les trois axes. Ni, Ts, T^; sa composante, ou sa 
projection suivant la normale à l'éliraient incliné ct, sera 

donc 

(wN, -l-/îT3-f-/>T,), 

et la ^emière des équations (8) démontre que cette pro- 
jection est précisément égale à X, ou à la projection, sui- 
vant Taxe des a:, de la force élastique exercée sur l'élément 
incliné. Or les axes sont quelconques ; on a donc le théo- 
rème suivant : Si, en un même point d^un milieu solide, 
E et E' sont les forces élastiques exercées sur deux élé- 
ments plans CT et cy', ayant respectii^ement pour normales 
les lignes L et L', la projection de E sur U sera égale à la 
projection de E' sur L. ? 

10. Équilibre d^une portion finie du milieu solide, — 
D'après la vérification qui va suivre, les conditions néces- 
saires et suffisantes, pour établir l'équilibre d'élasticité 
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d'une portian finie, de forme quelconque^ découpée dans 
le milieu solide, sont au nombre de six, savoir : les trois 
équations (4) et les trois équations (8). Il faut, pour ob- 
tenir ces six conditions, joindre aux équations déduites 
de l'équilibre du paràllélipipède trois des équations qui 
expriment l'équilibre du tétraèdre, en laissant de côté 
celles dites des moments, ou qui annulent les couples. 
C'est parce que les équations (2) ne sont que particu- 
lières, comparées aux équations générales (8), que le 
groupe des six équations (i) et (^)^ ou celui des équa- 
tions (4)9 est insuffisant 

Il s'agit de vérifier, maintenant, que les équations (4), 
-accompagnées des relations (8), sont au contrsiire suffi- 
santes pour établir l'équilibre d'élasticité d'une partie quel- 
conque SI d'un milieu solide. Multiplions la première 
équation (4) fSLvdx djrdz^ei intégrons dans toute l'étendue 
de îî, il viendra 

("*"/// "^ dzdxdy ^ l j 1 pXo dx dy dz = o. 

Dans l'intégrale triple en Ni , on peut effectuer l'intégra- 
tion en Xj ce qui donnera 



//' 



dxdz[W, — W' 



N'i, N'\ étant les valeurs de la fonction Nj, aux deux points 
où la droite parallèle aux x vient couper la surface qui 
limite 12; si Ton indique par rs' et ci'Mes éléments de la 
surface en ces deux points, et par a', ol" les angles que les 
normales externes en ces mêmes points font avec l'axe 
des x^ on aura 

djr dz pi or' cosa' in: — m" cosa" ; 
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et l'intégrale double qui précède ne sera autre que 
2N| ts cosa, ,f^ 

xs étant un élément de la surface de n,^ a Pangle que la 
normale externe en zs fait avec l'axe des jr, la fonction Ni 
ayant la taleur qui correspond au lieu de cet élément, et 
lê£ s'étendant à toute la surface. On réduira k un S^sem- 
blabje la seconde, puis la troisième intégrale trip)ei^e la 
formulé (lo), en effectuant l'intégration en y dam^'^^e-' 
conde, en z dans*ta troisième, et introduisant les angles |3 
et 7, que la normale externe en tj fait avec les axes des j^ 
et des z. Enfin, la quatrième intégrale triple, si Ton observe 
que pdxdydz est Télément ptù de la masse, peut se mettre 
sous la forme SjoeoXo, le sigma s'étendant ici à toute la 
masse de 0. L'équation (lo) devient alors la première des 
équations 

I2(N,COSa -t-TaCOSp -I-T2COS7) BT -\- 2pwXo=r o, 
2 (Ts cosa -+- Njcosp -+- Ti C0S7 ) a -h 2pwYo = o, 
2 (T,cosa4-T, cosp^-4-N3COS7)cj -h IpwZo = o; 

les deux autres s'obtiennent en opérant de la même ma- 
nière sur la seconde et sur la troisième des équations (4)- 
Or, en vertu des relations (8), les parenthèses des pre- 
mières somotes, dans les trois équatîqns (t 1), ne sont autres 
que les composantes X, Y, Z de là force élastique qui 
s'exerce sur l'élément cj, en prenant m = cosa, n = cos/3, 
p = cosy; ces équations (11) peuvent donc s'écrire ainsi ; 

1 ^cyX -f-^pwXo^ o, . 
(.2) J'^r,Y^^^Y, = 0, 

et expi^ment que les sommes des comparantes des forces 



qui sollidâî^'jG^ estimées suivant lés Iffols axes, seront 
nulles d'elles-mfeies. 



Si, de la secftae équation {4)> multipliée par z^ on re- 
trancfie la troisième, mîlltipliée par j^, il irient 










ctl ott'flpBttTqaera l^llispariiion des quantités +Ti j^Tî , 
introd^l^^fWr a^ d^pnKettre le second et le troisième terme 
sous foY*me de dérivés; multip&pt par dxdj dz\ înté- ' 
grant dans toute Fétenduede A^BHctuant une première 
intégration à^ chacune des trâi^^'p^^mières intégrales tri- 
ples f introduisant enfin o, et les angles a, |3, y, la for- 
mule { 1 3 ) deviendra 
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on mettant z et j^ en facteurs communs, sous jt^- première 
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l(l^l^^ ^Xpwy) —J'-Tacos aH-(T, coïrpHï-Na-bos.^Jo 

+ ^l«(^Yo — rZ«) = o, 

i4P|i;:^quî donne enfin, en ayant égara aux relations (8), la 
^f première des équations 




j 



les deux autres sMtned^^H^opéraiit de la mc^iiiG manière 
sur deux autres çw|2flBp^|qua lions (4)^ Or les équa- 
lio)|Sr(i4) expriment q4Hl^ sommes des mouienls de& forces 
qui sollicitent A, prise^par rapport aux troifi axes^ sont 
nulles d'elles-mêmes ^ et les six éfi^uaiions (12) et (i4)î dé- 
duites uniquement des équations ( 4 ) , accompagnées des re- 
lations { 8 ) , expriment complètement l'équilibre d'élasticité '^^f 
de lij^artie quelconque îl du^^lieu solide. • ^ 

Nous eussions pu, après avoir déduit les équations (ijfr 
deFéquilibre du parallélipipède^ et sans considère» le ter 
traèdre, établir tout d'abord les équations {j, i). Or les six 
équations connuesj^ qui exprn|Dt l'équilibre de A, étant 
(12) et (14)9 il ffewjtoê les ^rfiktions (i^) et (la) sojj^nt ^ 
identiques; et cqdQKFlà surface qui limite A est quelcon- 
que, cette identitSrne peut avoir lieu qu'en posant les rela^ '-ïf 
tions (8), lesquelles se trouveraient ainsi démontrées. Mais * 
ce genre de démonstration est indirect et peu lucide; en 
outre, il indique mal toute rimportangp. des relations (8) : 
car ce ne sont pas de simples équation^^ la surface^ elles 
signalent des propriétés s'.étendant à tous les points inté- 
Irieurs, et tout aussi généoJes que celles qui sont exprimées ^ 

par les équations (4)* Jl MHtf ^ ?^^ donne une valeur réelle W 
a la considération de ^^^nHBnlP^^ tétraèdre^ i marnée, je ' ' 

crois, p^y Ç^uchy. .,; ^ 

* Comme il s'agit ici d'un Cours destiné à pf opéger la 
connaissance ji'une théorie abordée, par piidi^UEfjBgéomè- 
très, il seranjiiftste et convenable de toujoirfT cîter^felipreT 2 -^ 
miers inventeurs des diverses idées dont l'ensemble' Con- 
stitue cette théorie. Mais plusieurs causes rendent une 
pareille lâche assez difficile, et nous ne la remplirons que 
lrès-incomplétement.'D';ailleurs, la plupart de ces idées se 
présentent si naturellement, qu'elles appartiennent à tous. 
En réalité, nous considérons le sujet d'élasticité comme 
s'il était entièrement neuf 5 d'autres Tçiit traité, ils ont pu 
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ea émettra avant nous les içb^JDi^damen taies, mais leurs 
T^^dlejrj^s sont à peu près ii]^uS|i^^^d|^iDgënieurs et des 
^{jimicî^s, qu'il faut surtout convaincre. L'unique but de 
no^ travail est de mettre hors de doute, et Futilité de la 
théorie mathématique de Vélasticité, et la nécessité de Tin* 
troduiredâns les sciences d'application. Quand ce but im- 
portant sera atteint, fasse qui voudra le partage des inven- 
tions, et, quelque peu qu'on nous en attribue, nous ne 
Réclamerons pas. 



.% 



w. 
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TROISIEME LEÇON. 

Des projections du déplacemeiit moléculaire.— Expressions de réctrtement, 
des dilatations, des forces élastiques. — Extension aux corps cristallisés. 



1 1 . Projections du déplacement moléculaire, — Lorsque 
la partie du milieu, que nous avons désignée par Si au 
n** 10, comprend le solide tout entier, les six équations (12) 
et (i4) expriment l'équilibre du corps, sous Faction des 
forces données tjX, ctY, ctZ agissant aux différents élé- 
ments de sa surface, et des forces |OGt>Xo, pcoYo, jOcoZo qui 
sollicitent les différentes parties de sa masse, y compris les 
forces d'inertie s'il y a mouvement. On sait que ces six 
équations renferment toutes les lois de l'équilibre réel, et 
toutes celles du mouvement d'un corps solide, considéré 
abstractivement comme ayant une rigidité absolue. Quand 
la Mécanique rationnelle a démêlé et interprété ces lois, 
les positions du corps sont bien défiD%9 . relativement au 
monde extérieur; mais son état intérieur reste complète- 
ment inconnu. Pour connaître cet état, il faut remonter 
aux équations (4), n° 8, et (8), n** 9, qui signalent Texis- 
lence de six fonctions N,, T,, dont dépendent les forces 
élastiques intérieures. Ces six fonctions doivent vérifier les 
trois équations aux diflérences partielles (4) 9 et, par leurs 
valeurs aux diiférents points de la surface du corps, jofntes 
aux forces données, rendre identiques les relations (8). Or 
ces conditions seraient insuffisantes pour les déterminer, si 
les six fonctions N„ T/ n'étaient pas exprimables à Taide 
de trois fonctions seulement : car trois équations aux diflé- 
rençes partielles ne peuvent faire connaître généralement 
que trois fonctions, et trois équations qui lient les valeurs 
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de ces fonctions, particulières à la surface, rie peuvent qu'é- 
tablir des relations entre les arbitraires introduites par T in- 
tégration. II y a donc lieu de chercher quelles sont les trois 
fonctions dont dépendent les N,-, T,, et en quoi consiste 
cette dépendance. Tel est l'objet de la Leçon actuelle. 

Les faits étudiés aux n°* 3 et 4 de notre première Leçon, 
le principe qui en découle et la définition donnée au n° 5, 
répondent directement aux questions posées, et indiquent 
la marche à suivre pour les résoudre. D'après ces prélimi- 
naires^ les forces élastiques et ïéé déplacements molécu- 
laires sont dans une dépendance mutuelle. Mais, aux déve- 
loppements que nous avons déjà donnés sur les forces 
élastiques, il importe d'en joindre d'autres relatifs aux 
déplacements, avant de traduire analytiquement la dépen- 
dance dont il s'agit. Le milieu solide n'étant soumis à 
aucune force extérieure, un point matériel M, qui en fait 
partie, a pour coordonnées primitives Xj y, z] quand des 
eiTorts extérieurs ont déformé le corps, ce point matériel 
occupe une nouvelle» position m , ayant pour coordonnées 

a; 4- M, J'-\-^9 ^'^I^S} "' *'' ^'^ ^^^^ '^^ projections sur les 
axes coordonnés dBwlacement M m. Ces trois firojections 
varient au mèmemifant d'un point matériel à un autre, et 
pour le même pomt avec le temps, si le milieu se déforme 
ou vibre; m, p», yv 0nt<^c trois fonctions des quatre va- 
riablesa:,^^, 2, t. ■^■' " -'^ 

On peut regarder ces fonctions comme étant continues, 
QOttfa!|èev|^Î0ment quant à la variable f , mais auèsi par rapport 
auiKTiarîables x^ j^ z. Car, si le milieu est composé de 
points matériels non contigJ)^qui se déplacent réellement, 
les points géométriques situés sur les intervalles qdî sépa- 
rent les molécules peuvent être considérés comme se dépla- 
çant aussi . On conçoit, en effet, que si les déplacements 
de toutes les molécules étaient observée et mesurés, on 
pourrait déterminer, par l'interpolation, des fonctions 
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continues u^y^ ^v qui reproduiraient d^ abord toutes les 
oli^'vatioi», efrqui donneraient en outrëteè projections de» 
déplacements pour les poinu géométriques non occupés par 
la matière. Ce sont ces fonctions continiiëi«que noQjji con- ■ 
sidérons. *^ 

Quand le corps n'est' que légèrement déformé, u, '^w 
ont de petites valeurs dans l'étendue du milieu. Soit, dhiis 
le voisinage de M, un second point M', dont les coordon- 
nées primitives sont '; 

et qui, lors de la déformation, prend la position m\ dont 
les coordonnées sont x' -h a', y' -+- 1^', z' -h w'. La dis- 
tance MM' ou Ç, n° 4, a pour projections sur les axes A, 
kj l'^ projections que nous supposons très-petites, ainsi 
que ^\ la direction MM' fait avec les mêmes axes des angles 

dont les cosinus sont-? -^ -• Les projections u', i^', vc^' 

du déplacement M'm' sont les valeurs des fonctions u, 
V, w, quatad on y remplace respectivement x, j^ z par 
jî Hr A, j^ -h A:, ^ -h /, et le théorème de Taylor donne 

, du du du 

dx dy dz * 

/ X / # du , dv ^ d(^ , ^. 

^ ' » dx dy dz 

dw , dw , dw 

en supposant les projections A, A:, / assèx. j^tifes pour 
quon puisse négliger les termes qui contiennent leurs pro- 
duits. C'est ce qui a lieu, par exemple^ quand on veut 
évaluer l'action mutuelle de deux points matériels M et M', 
venus en m et m', puisque celte action n'existe que si f est 
inappréciable. 



^ 
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12. Expression de Pécartement. — La petite ligne ji m' 
(Jîg. I ) a pour projections sur le* axes m' — u^ u' — i^^ 
w' — %v^ et, puisque Ton peut aubdtituer à AÇ la projection 
de fxm'snr pi/w, ou sur MM^, n^ 4, oti aura 

(2) AÇ=:-(«'-tt)-f.-(p'~p) -f-l(«;'-rv), 

OU, substituant à /«' — i/, i^' — i^, w' — w leurs valeurs 
tirées des équations (i), et ordonnant le résultat, 



(3) 



i r , du , dv dw , / dv dw \ 

,///«' du\ ^, /efa rfp\l 



enfin, remplaçant A, h, /par leurs valeurs en fonction 
de Ç et de ses deux angles de direction y et ^^ lesquelles 
sont 

^ = Ç cos<p cos4*, /• =r Ç cosq> siD>p, / s^ Ç sinf , 

on aura définitivement 

^ du , , rfp ... ^«^ . 

— - ces' (9 cos^ Y -♦- -r- cos^ ? sin'tl* -h --- sin' » 
dx ^ ^ dy ^ ^ dz ^ 



fdv dw\ 

<^) ''-^''^ )d. du\ . , 

/^« ^»'\ , ... 

I ^ ^ --7- ) COS?çCOS^|»Sln^[A 



D'après cette valeur, l'écartement A^ étant très-petit par 
rapport à Ç, lei 
petites fractions. 



rapport a r. les dérivées -r^ ^ sont toutes de très- 
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Le rapport •-- est la dilatation linéaire au point IVl^^dans ^ 
la direction déterminée par les ang^M f et ^. Cefl^^lftta- 
lion se réduit k^^ si ^ ou MM' elmalrailèle aux x, oa>i 

y z= G, tf = o ; à — » si (^ est parallèle aux j^, ou si f = o, 

(f^= .; à -^ 9 si (^ est parallèle aux z, ou si f = -• D'après * 
ces valeurs, la ligne dx, prise lors de Tétat primitif, devient 
dxii -+- ;t- ) après la déformation 5 £:î^ devient 4^ ( ' "♦" 7" ) ^ 

dz devient d[2 ( * ^ T } * L'élément ^xsxilittù-sidxdydz 
devient alors * ; r ^ 

ou simplement ' ^ 

en négligeant les produits des dilatations liné^fros*^ et le 
dilatation cubique en M , qi(e nous désignerons par d, est 
donnée par la formule 
/!-> ^ ^u dv dw 

c'est-à-dire que la dilatation cubique, en un point du milieu, 

est égale à la somme de trois dilatations linéaires, prises au 

même point, daiïs trois directions orthogonales. Si les dé» 

, , dm éfn div , . „ ' . . j 

rivées ^♦^^'^r" sont négatives, elles représentent des 

contractions Mnéaîres ^ si 9 est négatif, il donne la com** 
pressibilité cubique. 

Le point M rèscunt le même, si Ton déplaise M'cïans 




. »rrr 
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ihère SA, il*' 5, la valeur (4) de Archange avec ^, 



les déri 




€/(w, P, ( 



restent cssentieltemënt ' 



valeurs qui leur appartiennent 
îtMi un pjC^èiLtué à une profondeur^ au-desà>us" 
dè^-M^ «lurla normale à rélément-plan t7, n^ 5, laquelle £ait 
avec les axes des angles dont les cosinus sont m, n, p ; par 
R- lé point M', menons M' M', égal et parallèle à MMj, et : 
joignons MiRfj ; soient lii, i^j, iVi les valeurs de w, i^, w 
en Ml*, m',, p»',, w', , en M',, On aura évidemment Çj ou 
Mj TVr, , égal ei parallèle à Ç ou MM'; il s'agit de faire voir 
que Técartemcnt A^j est aussi égal à AÇ. En effet, les coor- 
données prîmîiives de Mj sont x — m/y y — n/*, z — pf^ 
celles de M'^ sont a; -h A — m/, /-f-^ — nfyZ'\-l — pf\ 
on ^ doûc» parles formules (i), 



^. 




./du du du\ 



du .j r\^^ , tj r\^^ 

,5- + (^-"/)5p + ('-/'/);îr5 



dz 



lut, par soustraction, 



I .du 



Qt aussi 



du f 
dz 



'Çy^z=:w' — ( 



f 



Or MiM,:,^éiant égal et parallèle à MM', fait, avec les axes, 

les mêmes Tangles aux cflâmus -» -j -; donc AÇ, aura là 

même valeur (2) que ÂÇ. Ainsi, que la distance^ aux 
angles de direction y ^^ ait ou n'ait pas une de ses extré- 
|Jfiîé8enM,poujHirtt:'qù'ellepaHedel4nlcr du tylindre 
t!9i|^liied|C' délié de base n, n^ 5, et al>outisse dans Tinlé- 
rieûr dé^ffimisphère SA; dans tous-ies cas, son accroisse- 
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ment sera 'donné par la formule (4); c'est-à-dire que 
toujoîfrs A^sè composera de six termes variables avec ^^ 
(p, (|;, fnaîs ayant respectivement pour coefficients essen- 
tiellement constants, 

du dv dw / dv dw \ / dw du \ (du dv \ 

^' &^-t^' \dz^"d^)' \lh^.'^lh)'' X^'^dir)'* 

co^Bcients que nous appellerons les G,. 



13. Valeurs générales de N,T,. — Or, quand on vou- 
dra évaluer les trois composantes de la force élastique 
exercée sur or, chaque couple Mi , M', de deux points 
matériels de masses fZi et fz', , entre lesquels s'exerce l'ac- 
tion mutuelle fjii|x', F (^). A^, fournira trois éléments, 
un pour chaque composante, éléments que Ton obtiendra 
en multipliant cette action par cosç cos^p, par coscf sinip, 
par sînç. Si l'on fait ensuite la somme des éléments fournis 
à chaque composante par tous les couples de deux points 
matériels, l'un compris dans le cylindre de la base cr, 
l'autre dans l'hémisphère SA, on pourra mettre les G, en 
facteurs communs dans cette somme, et la composante 
chercli&'' comprendra définitivement six termes, ayant res- 
pectireiient les G, pour coefficients. Telle est la forme 
générale de toute composante d'une force élastique exercée 
en M, et particiJièrement des N, , T/. On peut donc poser 



N,= A. — + B, _ -f. C, — + D, 
dx ay dz 



(do dw \ 
Iz "^ dy) 



/^ du\ /du di^\ 

* \dT dz I ' \dy dx ) ' 



(6) 

' ^ du di> dw ( dv 

Ti --. .Xi — -h Db, — H- r, — H- A/ 



djc dr , di \dz dy I 



dà^\ 



2® ÊDIT. 

i 



\ 



■• Ldw du\ ^ / du dv \ 
\dx dz) \dy dx J 
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formules qu'il faut écrire trois fois, en remplaçant Tin- 
dîce i successivement par i, 2, 3. 

Ces conclusions sont complètement indépendantes du 
nombre des couples de molécules entre lesquelles s'exercent 
des actions, ou du nombre des termes multipliés par le 
même G,; ces termes peuvent différer généralement, non- 
seulement par les valeurs de ^, (f et ^, mais aussf râr celles 
de F Cf), et même de j^x i l^\\ ils peuvent se grouper plus 
nombreux sur certaines directions que sur d'autres. Autre- 
ment, le milieu solide peut être homogène ou hétérogène, 
composé d'une seule espèce de molécules ou de plusieurs 
espèces, entre lesquelles les actions suivent les mêmes lois 
avec la distance, ou au contraire des lois différentes-, les 
conclusions qui précèdent sont vraies dans tous les cas. Si le 
corps n'avait pas l'homogénéité que nous avons définie 
au n^ 2, les coefficients A,, B,-,..., (6), lesquels sont au 
nombre de trente-six, pourraient varier d'un point M à un 
autre. Le genre d'homogénéité que nous considérons est 
celui où ces trente-six coefficients sont constants, c'est-à- 
dire conservent les mêmes valeurs en tous les points du 
milieu y ces valeurs n'étant liées d'ailleurs par aucune re- 
lation nécessaire. 

Tous les phénomènes dus à l'élasticité des corp^' solides 
homogènes doivent donc se déduire des formules ' géné- 
rales (4) et (8) de la Leçon précédente, (5) et (6) de la 
Leçon actuelle -, sauf les légères différences qui pourraient 
résulter de ce que les développements (i) ne sont qu'ap- 
prochés. Mais, quand les géomètres abordent Une ques- 
tion de Physique, ils étudient d'abord les termes les plus 
' influents, afin de découvrir les lois les plus générales; ils 
reviennent ensuite aux termes négligés, pour se rendre 
compte des perturbations observées dans l'application de 
ces lois. Telle a été la marche de l'Astronomie théorique 5 
telle doit être celle de la ihéoi-ie mathématique de l'é- 
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iasticitë. Ainsi, nous bornant à la première étude, nous 
adoptons les valeurs (6) des N,, T,, conséquences né» 
cessaires des développements (i), limités à leurs premiers 
termes. 

14. Extension aux solides cristallisés, — Outre l'ho- 
fiOLOgénéité que nous avons définie au n° 2, et qui conduit 
Â. J^.. constance des coefficients A,-, B|-,..., dans les for- 
mules (6), on peut en concevoir une autre plus générale : 
celle où l'espace occupé par le milieu serait décomposable 
en. polyèdres égaux et semblablement placés, dans lesquels 
la matière serait distribuée plus ou moins irrégulièrement^ 
cette distribution étant la même pour tous les polyèdres. 
A ce genre de milieu, que Ton peut appeler périodique- 
ment homogène, appartiennent sans doute les corps cristal- 
lisés. Alors les coefficients A/, B,,... des formules (6) ne 
seraient plus^ constants, mais devraient être des fonctions 
périodiques. Toutefois, il y a lieu de distinguer, dans les 
milieux cristallisés, les phénomènes d'élasticité où chaque 
molécule intégrante se déplace en totalité, auquel cas 
les A,, B,,..., sont constants, et ceux où l'agitation envahit 
l'intérieur même des molécules intégrantes, ce qui exige la 
périodicité des coefficients A, , B, , , . . . Les phénomènes delà 
première classe se rangent parmi ceux que nous étudierons 
exclusivement. 

Les formules (6), où les coefficients A,, B,,... sont 
supposés constants, pouvant être appliqués, dans certains 
cas, aux corps cristallisés, il importe de détruire un doute 
qui résulte de la nature même de ces corps. La démons- 
tration des formules (6), fondée sur le principe du n° 4, 
admet que l'action mutuelle de deux molécules est dirigée 
suivant la ligne qui les joint. Or, lorsqu'un cristal se forme 
dans un. liquide, les molécules qui viennent grossir le 
noyau ne se dirigent pas vers les centres mêmes des molé- 
cules déjà fixés, mais vers les intervalles qui les séparent^ 

3. 



\ 
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en outre, chemin faisant elles tournent, afin que leurs axes 
de figure s'arrêtent dans certaines positions, et il paraît 
difficile, sinon impossible, d'expliquer ces mouvements 
divers par des actions mutuelles uniquement dirigées sur 
les lignes mêmes qui joignent les molécules ; ce qui condui- 
rait à penser que les formules (6) ne sont pas applicables 
aux corps cristallisés. ,C . 

Mais l'action mutuelle de deux molécules M, Aj^pM* 
placées dépend toujours, et nécessairement, des projec- 
tions w, u^ w du déplacement de M , et des projections 
u', i^\ w' du déplacement de M'; or, que cette action soit 
ou non dirigée suivant MM', on conçoit que ses trois com- 
posantes seront toujours des fonctions de m, i^, w, de ^, cp, i|;, 
et de u', p»', w', exprimés par les développements (i)-, en 
sorte qu'elles peuvent être considérées, par première ap- 
proximation, comme étant des fonctions linéaires de i/, ^, w 

et de -H (• On arrive ainsi a établir que toutes les 

composantes des forces élastiques exercées en M, et parti- 
culièrement les N;, T;, seront de la forme 

S du ^ dv ^ dw 

Aoo H- k,u -h BoC' H- Co«' -l-A -7- + B---4-C--- 
dx djr dz 

' ^di> ^,dw ^dw ^,du ^du „.dv 

_l-D---f.D'— -f-E— -^-E'— -^F-r- -+-F' — • 
dz dy dx dz dy dx 



•vî^ Or, toutes les forces élastiques sont nulles quand le dépla- 
^ ji cément est nul partout, ou quand m = o, 1^ = 0, w=o; 
on doit donc avoir Aoo = o. Si le corps a exécuté un petit 
mouvement de translation quelconque, 11, t% w sont con- 
stants, et comme ce déplacement général n'a fait naître 
aucune force élastique, il faut que Ao = 0, Bo = o, Co = o. 
Enfin, si le corps a exécuté un petit mouvement de rota- 
tion antipur de l'axe des x, défini par les valeurs m =0, 
1^ = cojzt, w = — coj^, 0) étant constant, ce qui réduit l'ex- 
pression (7) à 6t) (D — D'), comme ce déplacement général 
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n'a fait naitre aucune force élastique, il faut que D'==:D ] de 
même, on doit avoir E'=E, F'=F, si la rotation s'est 
opérée autour de l'axe des y, puis autour de l'axe des z. 
On établit ainsi, d'une autre manière^ la forme essentielle 
des valeurs (6). 

Ce nouveau mode de démonstration fait entrevoir la pos- 
sibilité d'aborder les problèmes relatifs à la Mécanique mo- 
léculaire, en laissant indéterminée l'influence réciproque 
des différentes espèces de matières, c'est-à-dire sans faire 
intervenir directement des attractions ou des répulsions 
qui suivent certaines lois hypothétiques. Si l'on parvient 
ainsi à mettre les problèmes en équations, la nature de 
l'influence dont il s^agit, les forces qui la traduisent et leurs 
lois exactes se déduiront comme des conséquences. On re- 
produira de la sorte la marche de l'Astronomie théorique, 
dans laquelle l'attraction universelle, loin d'avoir été prise 
pour point de départ, ne s'est au contraire présentée que 
comme une conséquence forcée des lois du mouvement. 

15. Méthode par l' intégration autour d^un point. — 
Lorsqu'on regarde comme infini le nombre des couples 
de molécules dont les actions mutuelles composent chaque 
force élastique, les coefficients A,, B,,... (6) se présentent 
sous la forme d'intégrales définies triples, dont les élé- 
ments difièrent, de l'une à l'autre, par des facteurs trigo- 
nométriques. Les limites des variables cj> et i|/ dépendent 
de la position de l'élément-plan tj : s'il est perpendiculaire 
aux x^ les intégrations en (p et ^^ s'étendent toutes les deux 

de à -4--*, s'il est perpendiculaire auxj^, ces intégra- 



tions s'étendent decj' = ^àç=-h-9etde4^ = oà(|/ = 7r5 

enfin, si l'élément est perpendiculaire aux ^, de (5^ = o à 
cf = -5 etdecp = oà«|/=2 7:. Quant à l'intégration en ^, 
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elle s'étend de ^ = o à ^ égal au rayon de la sphère d'ac- 
tiyité de Faction moléculaire, puisque, au delà, le facteur 
F (Ç) est nul ou insensible. Il arrive toujours que cette 
dernière intégration ne peut être qu'indiquée. Dans le cas 
général, celui où F (^) doit être considéré comme variant 
avec la direction de ^, la loi de cette variation étant in- 
connue, on ne peut non plus effectuer les intégrations en 
cf et (p, et toutes les intégrales triples qui remplacent les 
coefficients A,, B,,... restent inconnues, mais distinctes. 
Si Ton suppose F (^) indépendant de (y et ^^ pour consi- 
dérer le cas où l'élasticité du milieu est la même dans toutes 
les directions, n° 2, alors on peut effectuer les intégrations 
en f et ^, et il ne reste plus d'inconnu, dans les coeffi- 
cients A/, 6/,..., qu'un même facteur indiquant l'intégra- 
tion en Ç. 

Telle est la méthode suivie par Navier et autres géo- 
mètres, pour obtenir les équations générales de l'élasticité 
dans les milieux solides. Mais cette méthode suppose évi- 
demment la continuité de la matière, hypothèse inadmis- 
sible. Poisson croit lever cette difficulté, en remplaçant 
l'intégrale en ^ par une somme d'un nombre de termes 
finis et indéterminés; mais cette sommation n'étant qu'in- 
diquée, il ne fait, en réalité, que substituer le signe 2 au 
signe /, et cela pour une seule des intégrations, car il ef- 
fectue les deux autres, La méthode que nous avons suivie 
dans la Leçon actuelle, et dont on trouve l'origine dans les 
travaux de Cauchy, nous paraît à l'abri de toute objec- 
tion; loin de supposer la continuité de la matière, elle 
laisse dans une sorte d'indétermination le nombre des 
couples moléculaires dont les actions composent la force 
élastique; ce nombre peut être grand ou faible, il peut 
différer d'un milieu solide à un autre, et les résultats ob- 
tenus n'en seront pas moins vrais. 
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QUATRIÈME LECONv. 

* 
Réduction relative aux corps solides homogènes d'élasticité constante. — 

Cas d'une traction. — Cas d'une torsion. — Expressions réduites des 

forces élastiques. 



16. Cas simple d'une traction. — La Leçon actuelle a 
pour objet principal de chercher comment se simplifient 
les valeurs des N,, T.-, quand il s'agit de corps solides ho- 
mogènes, et d'élasticité constante dans toutes les directions. 
Le second 'mode de démonstration , employé au n^ 14^ 
conduisant aux mêmes formules que le premier mii s'ap- 
puie sur le principe des actions mutuelles, n^ï, nous 
regardons le principe dont il s^agit comme suffisamment 
vérîfidpar cette coïncidence^ et nous l'adoptons sans res- 
trictioi). Ce principe est surtout utile pour déterminer 
directement, dans des cas particuliers et sans recourir aux 
formules généï'ales, la loi de la force élastique exercée sur 
des plans de même direction dans toutQ Tétendue du mi- 
lieu. Voici deux exemples de cette détermination, lesquels 
servent de lemmes pour arriver à la simplification que 
nous avons en vue. 

Çiansidérons un corps solide, homogène et d'élasticité 
constante,' dans lequel la loi du déplacement moléculaire 
soit exprimée par les valeurs 



(a) ' * ^ ■>* uz=i O, P =r G, w =z CZ, 

c étant constant. Toutes les molécules se sont déplaiçées, 
parallâi^^f|^&à l'axe vertical des ^, de quantités propor- 
tionnelles à leurs distances au plan horizontalides xy. C'est 
le cas d'une trilQptîon parallèle aux z, La loi du déplacement 
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étant bien définie, cherchons la force élastique exercée sur 
un élément-plan ct, perpendiculaire aux x, et qui sépare 
le milieu en ;deux parties : B du côté de l'origine et di^ cy- 
lindre infiniment délié qui a u pour base; A du côté op- 
posé. Soient fx {Jig» 3) une molécule du cylindilî, m une mo- 
lécule de A 5 par mfx,.et la normale [iJS à u, faisons passer 
un 'plan; dans ce plan, et de T autre côté de fxN, menons 
|!x m' faisant l' angle N|!xm'=rN|!x m-, enî^n prenons iim^=iji m. 
Daprès le genre d'homogénéité que l'on suppose, s'il existe 
un point matériel en tti, il en existera un en m'. 

Imprimons au corps une translation descendante, qui 
ramène |:x à sa position primitive,' ce qui ne modifie en rien 
les forces élastiques ; le déplacement ascendant de m sur- 
passant autant celui de ti que ce dernier surpasse celui 
de m\ la translation imprimée laissera m déplacé de m/i, 
et m' de m^n égal à m«, mais de sens contraire. Les dis- 
tances fxmj [xm^ (^) sont égales-, les projections (A^) de 
mn et de m'«' sur ces lignes perspectives sont pareillement 
égales; donc les déplacements, relatifs à |!x,'des deux points 
matériels m et m\ auxquels on suppose la même masse, 
produiront sur {i deux attractions égales, dirigées, l'une 
sur fjiw, l'autre stdb fxm', dont la résultante sera elle-même 
dirigée sur la normale ou bissectrice /ixJN . Il en sera de même 
pour tous les couples que l'on devra considérer. Donc la 
résultante totale, ou la force élastique cherchée, sera nor- 
male à Télément-plan u. Ainsi, lorsque la loi du déplace- 
ment sera donnée par les valeurs (a), et qu'il s'agira d'un 
solide homogène et d'élasticité constante, des trois compo- 
santes Nj , T3 5X2, n° 8, de la force élastique exercée sur 
un élément-plan perpendiculaire aux a:, la première exis- 
tera seule, les deux autre* Tj , Tj seront nécessairement 
nulles. ^ 
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17. Cas simple dtfa torsion, — Considérons le même 
milieu, dans l^lfJEwra^l^ du déplacement nioi^étiUiti^ est 
actuellement exprimée par les valeurs ^ ^s '■ 

(b) u =: — w/2, p 1= w a:z^ w = o, 

o) étant constant. Chaque molécule s'est déplacée parallè- 
lement au plan horizontal des xy^ et a décrit, autour de 
l'axe vertical des z, un petit arc de cercle proportionnel : 
i^ à sa distance à l'axe des z 5 aP à sa hauteur au-dessus du 
plan des xy. C'est le cas d'une torsion autour de l'axe des z. 
La nouvelle loi dti déplacement étant bien définie, cher- 
. chons la force «élj»s tique exercée sur un élément-plan 17, 
perpendiculaire aux x. en un point du plan méridien 
des zx. Soient: yi (fig, 4) une molécule du cylindre; met 
m' deux points symétriques par rapport à la normale B/x A , 
et pps dans le plan méridien ; m est la projection de deux 
points matériels M, Mj, symétriquement placés, le premier 
en avanty le second en arrière du méridien ; m' est la pro- 
jection de deux autres points M', M', , symétriques de M, Mi, 
par rapport à l'horizon de /ix. Car, d'après le genre d'homo- 
généité que Ton suppose , s'il existe des points matériels 
en M, M,, il en doit exister en M', M', . 

Si l'on imprime à tout le corps une rotation autour de 
l'axe des z^ qui ramène jut à sa position primitive, ce qui 
n'altère pas les forces élastiques, les déplacements, relatifs 
àfji,deM, Mj, M', M'^, seront des arcs de cercle égaux 5 mais 
ceux de M, M^ iront de l'arrière vers l'avant du méridien ; 
ceux de M', M', , de l'avant vers l'arrière : d'où résulte que 
M et M', se soui éloignés de yi\ tandis que Mj et M' s'en 
sont rapprochés. Les distances ^ M, /iMij.fflVr, fjtlVr, sont 
égales; les projections desMéplacements. siiir ces lignes le 
sont aussi; donc les quatcidi a^ons exercées sur yi ont des 
^ intensités égales; mais deux sonÉ|g|^activejS^ suivant /uiM et 
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fzM'i , qui se composent sur la bissectrice ou normale fx A ; 
deux sont répulsives, suivant Mifi'ci M'|»„qui se compo- 
sent sur la bissectrice ou normale fxB; les deux résultantes, 
contraires et ayant des intensités égales, se détruisent. Il 
en sera de même pour tous les groupes que Ton doit consi- 
dérer. Donc la résultante totale, ou la force élastique cher- 
chée, est nulle. Ainsi, lorsque la loi du déplacement sera 
donnée par les valeurs (i), et qu'il s'agira d'un solide 
homogène et d'élasticité constante, les trois composantes • 
Ni, Ts, T, de la force élastique exercée en un point du * 
méridien xz^ sur un plan perpendiculaire aux a:, seront 
nulles toutes trois. "■. 

Il importe de remarquer que, dans les mêmes circon- '. 
stances, la force élastique exercée, au même point, sur un 
plan horizontal ou perpendiculaire aux z^ est parallèle 
auxj^, conséquemment tangentielle ; c'est-à-dire que des 
trois composantes Tg, ITi, Ns, n° 8, de cette force élastique, 
Ti seule existe, les deux autres sont nulles. En effet, [jl 
(fig. 5) appartenant au cylindre de base or, et m étant, 
comme ci-dessus, la projection des deux points symétriques 
M, Ml, des deux actions, égales en intensité, et dirigées sui- 
vant (mM et M,|tx, la première est attractive, la seconde ré- 
pulsive ; leur résultante est donc horizontale et perpendicu- 
laire au méridien. Il en est de mèii(iéjM>ui' ^(ms les groupes 
que l'on doit considérer. Donc la résûltatlte totale, ou la 
force élastique cherchée, est perpendiculaire au plan mé- 
ridien ; c'est-à-dire que non-seulement T2= o, comme cela 
résulte de l'alinéa précédent, mais aussi N3 = o, au point 
dési£;né. ^ 

Les lois simples que^ iipus venons îqpj trouver appar- 
tiennent aux^j|faéç0^mène^jlJe la traicdbli «t de la torsion, 
quand le milië^TiioIidQprésentil^g^rFâppQrt^à la ligne de 
traction et par rapport à de£t ^j^ns, desquels l'un est per- - 
pendiculaire à^ette iÛiifk' Tautre lui est parallèle, les ^ 
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dispositions moléculaires symétriques que nous avons sup- 
posées .Mais, si le solidequi satisfait à ces conditions parti- 
culières de symétrie est tiré dans une direction diiTérente, 
ou tordu autour d'un autre axe^ peut-il arriver que les 
mêmes lois simples se reproduisent? La réponse affirma- 
tive k cette question est une des conséquences les plus 
remarquables de la théorie mathématique de l'élasticité 
des solides, et en même temps la définition la plus claire 
et la plus naturelle des corps solides homogènes et d'é- 
lasticité constante. Pour obtenir cette imyortante réponse, 
il faut essentiellement avoir recours à la transformation 
des coordonnées. Si les formules que nous allons établir 
sont longues à écrire, plutôt qu'à démontrer, il faut consi- 
dérer qu'elles contiennent la réponse attendue, qu'elles 
servent de lemmes à la simplification cherchée, et qu'elles 
nous seront très-utiles dans la suite du Cours. On pensera 
que tous ces avantages compensent T aridité de quelques 
pages de calculs. 

18. Formules de transformation. — Soient, en conser- 
vant la même origine, x', y\ z' de poavejles coordonnées 
rectangulaires du point M 5 désignons^ comme l'indique le 
tableau, 



(0 



m, 


TWa 


/W3 


nx 


/f, 


n^ 


P^ 


p^ 


Pz 



par niiy rii^ pi les cosinus des angles que les nouveaux 
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axes font avec les anciens, par u\ u'^ w', les nouvelles 
projections du déplacement de M. On sait que ks neuf 
cosinus, /7i,, //;, Pi sont liés entre eux par les six rela- 
tions 



(^) 



m]-hnl-hp]= I, 
ml -h ni -^ pi =^ I, 
ml -h ni -hpl= I, 

W2I7I3 H- /?j/23 -\-piP3 ■=. O, 

/«3m, H- «3«, -hpiPi ■= o, 

/W,W2 -f- «,/?2 -^PxPi = O, 

^/ m] -^ m] -h ml =: i , 

/2? + «j + «3 = I , 

/?, /?, -f- /li^Pj -h A?3/?3 == O, 

' /?i/Wi -\-p2fn2-hp3m^=z o , 
/w, /î, -4- /Wj/Zj -h /W3«3 = o . 



Le tableau (i) conduit facilement, par la méthode des 
projections, aux formules 

• / a: = ///(O:' -h /Wjj' H- m^ z' , 

(4) I -^ ~ ^'^' ^ ^''^' "^ '''^' • 

[ 3= /?,.r' + />2j' -4-/^32', u 

i II' =z miU -\- niV -^ Pifv, 

(5) <' t^' = mjU -f- //ji' -f- /^2"S 

\ w' z^ m^u -i-/?3(' -l-/?3"'> 
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qui donnent ar, y, z en x\y\ z\ et m', r', w', en m, i^, w. 

On obtient les nouvelles dérivées ,, / * — 7- en fonction 

des anciennes, en diiférentîant u\ v^\ w' comme des fonc- 
tions (5) de M, i', w, qui sont fonctions de x^ j^ z^ qui 
sont fonctions (4) de x\j'^ z' \ ce qui donne d'abord les 
formules symboliques 

dv' dw' . , , , V //Wg 72, p,\ 

3-7 + -TT = '"2^'* + n^d^; -\-p^dw) -^ + -^ + Ç ) 
dz df ^ " ' \dx dy dz] 

-him^dii -\- n^di> ^ p,dw) (^ -f- ^^ + ^M, 

\dx dy dz] 

du' f^^' , 1 , , \ f^2 ^2 pA 

H- (rriidu -+- «jf/p -\- p^dw] ( — î -f- -7^ H- 4^ I • 

\rtj; ûTj dz j 

Développant, puis ordonnant les seconds membres, on a 
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définitivement 

du' ^du 



, û?p ^ div l dv dw\ 

(dw du\ /du d(f\ 

' ^ du ^ dv dw ( dv dw\ 

(dw du\ [du dv\ 

.dw I dv dw\ 



dw' ^ du ^ dif 

dz' ^ dx ^ dx 



(dw du\ . ^«, v.^ . 



/du dv^\ 



(7) 



d(f' dw' du . X l dv dw\ 

Tz'^W= ^""'"^ di ^ ^"'P' ^ "^P'^ [-^ + 7y) 

dv ( dw du\ 

dw , . ( du dv\ 

-f- 2/?3/?3 — + (/Wa/îs + 'Wa/ïa) I "T- -^ -r 1 > 

dw' du' du , s I dv dw\ 

_ + _ = ^m^m.. - + [n,p, + r,.p,) ^- + _ j 

dv . I dw du\ 

dw , , [du dv \ 

+ 2p,p,- + {m,n, + m,n,)\^- + -y 

du' dv' du , , fdv dw\ 

_ + -, = ^m,m, - + {n,p, + r,,p,) (^ + ;^ j 

dv , , fdw du\ 

dw , X I du dv\ 
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Rappelons que les IN/, T, du lableau (8) donnent les com- 
posantes des forces élastiques exercées en M sur les plans 
perpendiculaires aux anciens axes. Les N'^ , T|- du tableau (g) 
donneront, de la même manière, h 



(8) y 



N, 


T3 


T, 


T3 


N, 


T, 


T, 


T, 


N, 



(9) / 



N', 


T'3 


TV 


t; 


N', 


T'. 


t; 


T'. 


N'a 



les composantes, suivant les nouveaux axes, des trois forces 
élastiques exercées, au même point M, sur les plans per- 
pendiculaires aux or\y\ z\ Désignons par X- , YJ , Z,- les 
composantes de ces trois dernières forces élastiques, sui- 
vant les anciens axes ; la méthode des projections à l'«ide 
du tableau (9) et les formules générales (8) du n^:iv^se- 
conde Leçon, conduisent facilement aux trois 4gv6!Opés de 
relations : 

X', = /;/,«', + m^T\ H- /W3T', = ^w.N, -f- /z.Tg -f-yo.tj, 

Z; =/?,«', -+-;?.T;-h/?3T', =:/»,T2-l-/2.T. +y9,N3, 

/ X'2 — m,l:\ -h /WjN', H- /W3T', = w,N, + /I5T3 -f- p^l^, 

(io))t', =r /ï, T'3+ /7jN', -f- «3T', = W2T3 +«2N2-f-/?2T,, 

( Z'2 T=z p, t; + ;?3N', + p^ T', = /w^T, + /i,T. -h >y, N3 , 

iX'3 =r m^ T\ -h /WaT^ -h /W3N 3 = /W3N, + /I3T3 -f- /?3T2, 
Tj = /ï, T', + nji\ + «gN^ =r /W3T3 + /ZaN^ -4-/?3T, , 
Z'3 = />. t; + p^r, + ^aN; = WbT, -h TZjT. +/78N3, 



d'où il est facile de conclure les valeurs des N; , T/ en fonc- 



4 
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tion des N, , T, , par l'addition des trois équations de chaque 
groupe, ^respectivement multipliées par m,, fi,, ^,, où 
TindicerJj^^t successivement i, 2, 3 5 ayant égard aux rela- 
tion! (:i), on trouve 



.»'? 



IiÂ*</ 



N', = iwfN, + «î Na -f- /?î N3 H- '2/î,/?,T, 

I, ^ v* 

-f- 2y3,/W,Ta H- 2/7?i«,T3, 

N'2 = ml^t -h n\ N, -^ p\^^-^ -in.p.T, 

+ i/^j/WjTa H- 2/W2/i2T3, 

N'3Zzrm'3N.-^/2;N,-f-/>'3N3 + 2/13/^3 T. 

H- ip^m^T^ + 2W3W3T3; 
T', =/7?,/W3N, -4- /Î2/Î3N, -1- PiPi^i H- (/la/'a H- ''3/^0 T, 

+ (/?2W3H-/73/W2)T2H- (W2/?3-f- W3«2)T3, 

^T'î^'W^â'w.N, -f- «3/ZiN2-l-/?3/'iN3 + (/I3/?. + n^p,)T, 
T'3=/w,iW2N, H- «.«jN, -4-/?,/?2N3 + (/i,/?j -K72j/?,)T, 

4- (/?l/W2+/?2W,) T2-I- (/W,«2-f-*/7Î2«i)T3, 



ce^lncomplète le faisceau des formules qui nous étaient 
né!Hl|B:'es. "^ 

jMb trois premières équations (7) donnent, par leur ad- 
dition, et «h ayant égard aux relations (3), 

du' dv' dtv' du d^f dtv 
^'""^ 'éû' ^ 1^' ^ ~d^^ d^^ Ty^ Tz' 

c'est-à-dire que la dilatation cubique 6, n° 12, peut s'expri- 
mer par la somme des trois dilatations linéaires prises pa- 
rallèlement aux nouveaux axes \ ce qui résultait d'ailleurs 
de l'indifférence des premieHaxes. Les trois premières équa- 
tions (11) donnent, de la même manière, ^ 



(i3) 



N', -+- N', + ]N', = N. -f- N2 -f-.N3, 



théorème dont l'énoncé est facile. L'élimination des neuf 

*.* "il» 



JT 
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cosinus m,-, 71,, /7/,« entre les douze équations (3) et (11), 
•doit conduire à trois relations symétriques entre lesN^ , T^ , 
et les N/, T,- -, Téquation (i3) est une de ces relations : pour 
obtenir les deux autres, il faudrait entreprendre un calcul 
assez compliqué^ mais ces relations découlent naturelle- 
ment, et d'une manière très-simple, de la discussion qui 
fera l'objet de la Leçon suivante. 

19. Réduction des N,, T,-, dans le cas de V élasticité 
constante, — Procédons maintenant à la simplification 
desN/jT.-jn^'lS, formules(6), dans le cas d'un corps solide 
homogène et d'élasticité constante. S'il s'agit de N| , com- 
posante normale de la force élastique exercée sur l'élément- 
plan cr perpendiculaire à l'axe des a:, la projection m, normale 
à cr, joue un rôle distinct, les projections tangentielles i', w, 

jouent des rôles identiques ^ d'où il suit que — aura un coef- 
ficient A, distinct de B, coefficient de — et de — ; que le 

binôme -r -f- -7- aura un coefficient D, distinct de E, coeffi- 
. dz dy 

1 m. A di^ ^U' du di> ^ 

cient commun des binômes — — h -7- et -^ — h -7-« Comme 

dx dz dy dx 

des^angements dans la dénomination des axes transforme- 
raient Ni en Nj, en N3, sans que les coefficients puissent 
changer, dans le genre d'homogénéité supposé, on aura né- 
cessairement pour Ns, pour Ns, les mêmes coefficients A, 
B, D, E; en observant que pour Nj c'est v qui est la pro- 
jection normale, pour Ns c'est w. S'il s'agit de Ti, lequel 
est à la fois composante des deux forces élastiques exercées 
sur les plans perpendiculaires auxj^ et aux z^ il arrive en- 
core que V et w jouent le même rôle, m un rôle distinct, et 
les mêmes motifs limitent à quatre, JU, lib. A, C^ les coeffi- " k^ 
cients des T..- Ce qui donne en tout huit coefficients, distri- 
bués comme l'indique le tableau suivant : 
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(dw dli\ 
\di^d.] 


\dj^d:.]^ 




^^ 


A 


B 


B 


D 


E 


E 


(i4) < 


N, 
N. 


B 

B 


k 


B 
A 


E 


E 


E 
D 




T, 


A, 


Ulï 


Ub 


A 


i!^^ 


C 




T, 


%\ 


X 


tJI 


^ j 


A 


C 




T. 


^h 


ill 


X 


L 


^î: 


1 



Mais, si la loi du déplacement est exprimée par les va- 
leurs (a), n** 16, ou doit avoir 

T8 = o, T2 = o; 

le tableau (i4) donne alors 

T^=Xc^ Ta=:a)i>c; 

il faut donc que «Jl» = o, tfc = o. Si la loi du déplacement 
est exprimé^ par les valeurs (i), n° 17, pour j^ = o, on doit 
avoir 

N, = o, T3=io, T2 = o, N3=:o; 



le tableau (i4) donne alors 

N,=:D«^, T3 = T, — «îlwa:, N3 
il faut donc que 

= 0, Ez=:0, Cz=zO. 



: Eci>wr; 



Ainsi les N, , T,, dans le cas actuel, ne contiennent que trois 

coefficients 5 posant B==X, A = X-|-2j:jt, et remplaçant 

df( dv dw - , 

-h -7- -f- -T- par 0, leurs valeurs sont 



dx 



:^'5) 



dy 



dz 



N, = Xe -t-2a---, N2=:>0-f-2a-— 5 Ng^ ^0 -4- 2a --- , 
dx " dy ^ dz 

(' ^ Idv dw\ ^ ^ fdw du\ „ /du dv\ 
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Avec rhomogénéité el la constance d'élasticité supposées, 

si Ton change d'axes coordonnés, on doit retrouver les 

mêmes formes et les mêmes coefficients pour les N^ , T^ ; par 

exemple, on doit avoir 

(i6) N; = XQ4-2fx^. 

Or, en calculant N/ par la première équation (i i), a Taide 
desN/, T, (i5), on trouve 

N'. = xe + . p(«.î- + «î^ -+-;>? ^) , ;•■•. 

et le coefficient de 2fA est égal à -r-j diminué dti coefficient 

de 2 A, d'après la première équation {7)5 donc,*pottr que 
cette valeur se réduise à (16), il faut que A=|!x. Le 
calcul des autres N,' , T,' conduit au même résultat. 

20. Formules particulières des N/ , T;. — Par cette mé- 
thode de réduction, on obtient définitivement, pour les N,-, 
T,, dans le cas des corps solides homogènes et d'élasticité 
constante, les valeui's 

\ ^ dx ' dy ^ dz 

'^^^j fdif da\ ^ Idw du\ ^ [du dv\ 

contenant deux coefficients, X, |x. Quand on emploie la 
méthode Indiquée à la fin de la troisième Leçon, on trouve 
A = fx, il ne reste plus qu'un seul coefficient. Nous ne sau-^ 
rions admettre cette relation, qui s'appuie nédëaèïiirement 
sur l'hypothèse de la continuité de la matière Uans Ids mi- 
lieux solides. Les résultats des expéri^ces de Wertheim 

4- 
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font bien voir que le rapport de X à fx u^est pas Tunité, 
mais ne semblent pas assigner à ce rapport une autre va- 
leur fixe et bien certaine. Nous conserverons donc les 
deux coefficients 1 et /ix, en laissant leur rapport indéter* 
miné. 

La réponse à la question du n** 17 est actuellement facile. 
Les lois trouvées pour les phénomènes de la traction ^tjîe la 
torsion quand le corps présenta, par rapport aux atlciens 
axes coordonnés, les dispositions moléculaires symétriques 
définies aux n°* 16 et 17, exigent que les N,-, T, aient la 
forme (i5) •, or, si A=:|ui, les N, , T, auront la forme (17), 
et les NJ , T'i , relatifs à d'autres axes quelconques, auront 
encore et nécessairement cette même forme (17) avec les 
niÊmes coefficients; ces N,- , T,- reproduiront donc, pour 
la traction et la torsion, identiquement les mêmes lois que 
lesN;, T/. C'est-à-dire, par exemple, qu'il sera indifférent 
de tirer le corps parallèlement aux z ou parallèlement 
aux .2' ; de le tordre autour de l'axe des z ou autour de l'axe 
des z^. Cette indifférence est certainement la définition la 
plus claire et la plus naturelle de la constance de l'élasticité. 
Pour qu'elle ait lieu, il faut et il suffit que Az=ii dans les 
formules ( 1 5 ) , ou que les N, , T, aient la forme (17). 
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CINQUIÈME LEÇON. 

De Tellipsoïde d*élasticité. — Forces élastiques principales. — Plans solli- 
cités par les forces élastiques. — Cas particuliers. 



21. Ellipsoïde if élasticité. — Les valeurs des N,-, T, 

étant mainteD ant connues en fonction des dérivées ,, ^ ^ — r » 

il faudra substituer ces valeurs dans les six formules prin- 
cipales de notre seconde Leçon -, on aura ainsi les équations 
générales de l'élasticité : les trois équations aux différences 
partielles (4)5 n** 8, devenues du second ordre par rapport 
aux fonctions m, f^, w, exprimeront les lois qui régissent 
ces fonctions dans toute l'étendue du milieu solide; les 
équations (8), n*^ 9, devenues aux différences {)arti elles du 
premier ordre, fourniront les conditions auxquelles sont 
assujetties les fonctions u, (^, iv à la surface du corps. Mais 
avant d'effectuer cette substitution^ il importe de revenir 
sur les équations (8) du n** 9. Ces équations^ que nous 
avons déduites de l'équilibre d'un élément tétraédrique, 
remplissent un double rôle : elles fournissent les équations 
à la surface, comme on vient de le voir, mais en outre elles 
indiquent de quelle manière varient les forces élastiques, 
en un même point du milieu. C'est cette dernière propriété 
déjà résumée au n° 9, que nous allons considérer seule, 
pour la développer et la présenter sous une forme commode 
dans les applications. 

Il paraîtra que ces développements eussent été mieux 
placés après la seconde Leçon, qu'il eût été convenable de 
rapprocher, de réunir ainsi toutes les propriétés relatives 
aux forces intérieures, dont l'énoncé passe complètement 
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SOUS silence les déplacements moléculaires. Or, c'est ce si- 
lence même qui nous a fait rejeter ici les développements 
dont il s'agit. Il est sans doute très-remarquable que l'on 
puisse donner une théorie presque complète des forces qui 
existent dans l'intérieur des milieux, tant liquides que so- 
lides, sans parler de la déformation de ces milieux, en sup- 
posant même l'invariabilité des distances moléculaires. 
Mais comme, en définitive, cette déformation existe, qu'elle 
peut seule expliquer l'existence des forces intérieures, et 
leurs variations, l'abstraction de l'invariabilité des distances 
est inadmissible, absurde et féconde en erreurs. Poisson a 
donc fait une chose utile en introduisant la considération 
du changement de la densité du liquide, dans la théorie 
mathématique de la capillarité. Et nous croyons utile aussi 
d'étudier simultanément, et en quelque sorte de front, les 
propriétés des forces élastiques et celles des déplacements 
moléculaires^ afin que leur dépendance nécessaire soit 
constamment en vue. 

Imaginons, par le point M, trois axes rectangulaires, pa- 
'rallèles aux a:, j", z. Désignons pai'Xi, j^i, Zi les coor- 
données, par rapport à ces axes, de l'extrémité d'une ligne 
partant de M, et qui représente, en grandeur et en direc- 
tion, la force élastique exercée sur l'élément-plan tj, dont 
la normale fait avec les x, ^, z^ des angles ayant pour 
cosinus m, w, p. Les formules (8), n*^ 9, donnent évi- 
dedU^nt 

IwN, -h«T3H-/>T, — -r,, 
/wT3H-/2N,-l-/?T, zrrj,, 

Désignons encore par/i^i ^',; z\ les coordonnées de la 
même extrémité, rapportée à trois axes obliques, suivant 
les trois forces élastiques qui s'exercent sur les éléments- 
plans perpendiculaires aux x, y, 2, forces que nous re*- 
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présenterons par Fi, Fi, Fj, et dont les composantes sont 
respectivement N^ T,, T,; Ts, N^T^^ Tj/Tj, Nj. Les 
nouveaux axes obliques font avec les .jfl^^tipiers, qui sont 
rectangulaires, des angles dont les cosiiml ont lés valeurs 
assignées par le tableau '^ '^' 



(2) 



•Tl 


J. 


2l 


•N, 
F, 


T, 
F. 


T, 

F, 


T, 
F, 


N, 
F, 


T, 
F, 


■r, 

F, 


T, 
F3 


N, 
F, 



ce qui conduit immédiatemçmt aux formules de transfor- 
ms^tion 

fi • , T,., 



N, , 



f/'-^F,'- 



(3) 



f."':^f-/'^f;''=^' 
f:"'^f/'-^f;^' = ^'- 



La comparaison des deux groupes (1) et (3) fait voir 

'(Sac 

1» .„.♦. . 



m : 






(?) • ■■ --F.' --F,' '--F, 

Car, si j'oû résolvait les équations (i) par rapporta w, «,/?, 

et les équations (3) par rapport à ^»'^»pr ' oft^omîen- 

draît éyiden^ent les mêmes valeurs, puisque tcS'deux 
groupes du premier degré Ont les mêmes coefficients. Or 
ôn.ajoece^airement m' 4- «* -f-p* = 1 5 les relations (4) 
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donnent donc 

c'esl-à'-dîrequele lieu géométrique des extrémités des lîgtièê^* 
qui représentent, en grandeur et en direction, les forces 
élastiques s'exerçant sur tous les éléments plans , menés par 
un nifèaie point du milieu, est un ellipsoïde; et les forces 
élastiques qui correspondent à trois éléments plans rectan- 
gulaires donnent trois diamètres conjugués de cette surface, 
que nous appellerons ellipsoïde d* élasticité. 

22. Forces élastiques principal^. — Parmi les sys- 
tèmes de diamètres conjugués, tous propres à déterminer 
l'ellipsoïde d'élasticité, il en existe un, et un seul, où les 
diamètres sont rectangulaires, celui des axes de cette sur- 
face du second ordre. Supposons que les plans coordonnés 
primitifs aient été fortuitement disposés, de telle sorte que 
l'ellipsoïde (5) se trouve rapporté à ses axes; les a:',, y\yz\ 
seront rectangulaires, ainsi que les Xiy j^i, Zi^ et les 
cosinus du tableau (2) devront vérifier, entre autres et si- 
multanément, les deux groupes de relations 

r^)"-(f;)'-(F:)='- : 
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qui donnent par l'élimination des N/, 

(fT-Fî)^'-^(é-^)"' = °''" 

Les Fj, F„ Fs sont actuellement les axes de rellipsoïde ; 
nous les supposerons inégaux, et ainsi rangés par ordre dé- 
croissant de grandeur; dans ce cas général, le seul que nous 
considérerons, laissant de côté la discussion des cas parti- 
cidiers, la première jles équations (8) exige qne Ts = o, 
Tj = o , et les deux autres, que Ti = o. Alors les rela- 
tions (^) donnent 

et les équations (3) se réduisent à 

(9) ^\ — ^xy y\ ^Txy 2', = 2|> 

c'est-à-dire que les axes de l'ellipsoïde se confondent avec 
les normales aux éléments plans sur lesquels s'exercent les 
forces élastiques représentées par ces axes mêmes. Ainsi, en 
tout point du milieu solide^ il existe trois éléments-plans, 
rectangulaires entre eux, qui sont sollicités par des forces 
élastiques normales. Ces plans sont les sections principales 
de l'ellipsoïde d'élasticité. Les trois forces élastiques nor- 
males, que nous appellerons ^brce^ élastiques principales^ 
sont représentées, en grandeur et en direction, par les axes 
de cet ellipsoïde. % s^agît maintenant de déterminer, en 
chaque point du milieu, les grandeurs, des forc^ élastiques 
principales, et les pôdtions :jdes éléments-pUns qu'elles 
sollicitent. "^; 

y^;^Soit A la grandeur inconnue d'Bpiç force é^stique nor- 
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maie, s'exerçant en M; soient m, n, p les cosinus éts 
angles que sa direction, pareillement inconnue, fait avec 
les x^y^ z. Les formules (8), n^ 9, donneront, en y rem- 
plaçant X par mA, Y par wA, Zpar/?A , 

!/w (Nj — A) -4- /1T3 -h;?Ta = o , 
/WT3 + /î(N, — A) -f-/?T, = o , 
/wT, -h «T, H- /> (N3 — A) = o; 

on doit avoir, d'ailleurs, m* -h «' 4- /?* = i , ce qui cqÛi- . 
plète les quatre équations nécessaires pour déterminer les 

inconnues A, m, n, p. L^élimination des rapports.;:?- 1. 

-> entre les équations (10), conduit à Féquation finale*^*/ . 

I (N,-A)(N,-A)(N3-A)-h2T.T,T3 

( -~(N,-A)TÎ^(N,-A)TÎ-(IÎ3-A)T5=o, 

OU, en développant et changeant les signes, 

/ A^ — ( JV, H- N, -f- N3) A* . C-. -"^V 

(12) -f.(N,N3 4-N3N.-f-N.Na-Tj-T,^~T5)A 

( — (N,N,N3 H-2 T.T.Ta — N.Tf ~ N^TJ - N3TJ) = o. 

Cette équation du troisième degré. 4ofniera non-seulement 
les axes de Tellipsoïde d'élasticili|^fanftls en même temps les 
grandeurs et les signes des trois farç«9 élastiques princi- 
pales : le signe H- indiquant une traction, le signe — une 
pression. . .1 ' * - ' 

Les trois raciofes deTéquation (12) étant repréçentées 
par A, 6, C, on aura^ par des formules coittnùes, 

Comme 1^ a^es d^t^iîboïde d'élasticité doivent rester les 
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mêmes, quand on emploie les N' , T^ au lîcu de,N,-, T.-, 
on doit avoir identiquement 

K + ^'2 +^3 = N. + N, 4- N3, 

is; n; + 1^3 N', -h in; ]n', - r; - r; - r; 

(i4) { = N.Na -h N3N. -^ N.N, - T? - TJ - T ^ 

N'. w, n; + î^r, r, r, - n; t;' - n', t'/ - n; xf 

= N,N,N, + 2 T,T,T3 — N.TJ — N,T; — N3TÎ ; 

et ce sont là les trois relations symétriques que Ton obtient 
effectivement quand on élimine les neuf cosinus m,-, /t,, pi 
entre les douze équations (3) et (i i) du n^ 18. On doit re- 
garder cette coïncidence comme une vérification. 

Soit maintenant Â une des racines de T équation (12) *, A 
sera^ en grandeur et en signe, l'une des forces élastiques 
principales au point M. Pour trouver la direction, ou, ce 
qui revient au même, la position du plan qu'elle sollicite, 
il faut avoir recours aux équations (10), qui donnent faci- 
lement 

!=/w(AT. -f-T,T3-~N.T.) 
= «(AT, 4-T3T,— NjTj) 
z=/.(AT3-f-T,T,-N3T3); 

d'où Ton conclut Téquation suivante : 

/ .r ' — .r ^ j ' — y 



] AT, -f- T/r3 - JN.T, AT, H- T3T. - JS/f, 
ï z — z 



\ AT3-I-T.T,— 1X3X3 

'pqiir représenter le plan cherché-, x\y\ z' étant ici J^ 
tfoordonnées d'un point quelconque du plan; j:, j^,-* ïi 
coordonnées appartenant ^u point M, et dont A et Ws Jî., 
T/ sont des fonctions. ^#. *> 

23. Vlans sollicite^ par les forces élastiques^^ft^^es 
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grandeurs, les signes et les directions des forces élastiques 
principales au point M étant supposées connues, transpor- 
tons Torigine en ce point, et prenons pour axes coordonnés 
les axes mêmes de rellipsoïde d'élasticité. L'équation de cet 
ellipsoïde sera 

Les forces élastiques exercées sur les plans coordonnés 
étant actuellement normales, on aura 

N,=rA, Nî=rB, ^■i=C, T,=:T2 = T3=:0, 

et les équations ( i) donneront 

(,7) m = -^. n:=^, /, = -, 

pour les cosinus m, n, /?, des angles que fait, avec les axes 
nouveaux, la normale à l'élément-plan or, sur lequel 
s'exerce la force élastique représentée, en grandeur et en 
direction, par le demi-diamètre Di dont l'extrémité a pour 
coordonnées :Ci, j^i, Zi. D'après ces valeurs (17), le plan tj 
aura pour équation 

{18) _+_+- = o; 

c'est-à-dire qu'il sera parallèle au plan tangent à la surface 
dont l'équation est 

aa point où le diamètre Di vient la rencontrer, K* étapt 
uue quantité positive quelconque. 

Lorsque les trois racines de l'équation (12) sont de même 
signe, c'edt-à-dire quand elles représentent ou trois trac- 
tion», .011 trois pressions, la surface (19 ) est un ellipsoïde, 
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coDcentrique à celui d'élasticité (i6), ayant les axes dirigés 
de la même manière, mais de grandeurs proportionnelles 
aux racines carrées des forces élastiques principales 5 alors 
tout demi 'diamètre Di représente une force élastique de 
même espèce que les forces élastiques principales, c'est-à- 
dire ou une traction, ou une pression oblique. Lorsque les 
racines de l'équation (12) ont des signes différents, c'est-à- 
dire quand elles représentent ou deux tractions et une 
pression, ou deux pressions et une traction, la surface (19) 
est Tensemble de deux hyperboloïdes, l'un a une nappe, 
l'autre à deux nappes, ayant un même cône asympto tique, 
dont l'équation est 

jj* y' z* 

alors» si le demi-diamètre Di rencontre l'hyperboloïde à 
une nappe, il représente une force élastique de Tespècequi 
est double parmi les forces élastiques principales 5 s'il ren- 
contre l'hyperboloïde à deux nappes, il représente une force 
élastique de l'espèce unique. Le passage de lune à l'autre 
des deux espèces se fait sur le cône (20) 5 tout demi-dia- 
mètre Di, couché sur cette surface conique, représente une 
force élastique tangentielle, laquelle s'exerce sur le plan 
tangent au cône, suivant l'arête Di. On peut appeler le 
cône (20) cône des forces élastiques tangent/elles ^ ou 
plus simplement cône de glissement, 

24. Cas où tune des forces élastiques principales est 
nulle. — Lorsque le dernier terme de l'équation (12) est 
nul, il existe en M un élément plan sur lequel ne s'exerce 
aucune force élastique, et l'égalité des composantes nor- 
males réciproques, n^ 9, indique de suite que ce plan con- 
tiendra toutes les forces élastiques. Si on le prend pour 
celui des x, y^ par rapport à l'origine M, en dirigeant les 
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axes des x^j^ suivant les deux forces élastiques principales 
A, B, qui restent lorsque 6 = 05 si, de plus, on désigne 
par y Tinclinaison de l'élément-plan ct, sur lequel s'exerce 
la force élastique représentée par la droite Di partant de M, 
et dont Textrémité a pour coordonnées x^^ji^ Zj = o, les 
cosinus m^n^p seront 

on aura, par la relation nécessaire m* -J- /i* H- p* = 1 , 
(21) Jî+^ = sin»v, 

et le plan xs aura pour équation 

— h -:;r- + 2COS7 = 0. 

A )a 

D'après ces relations, les forces élastiques exercées sur 
tous les plans de même inclinaison y sont les demi-diamè- 
tres dune ctUipse ayant ses^axes proportionnels à siny, et 
respectivement à A, B. Le plan cy, d'inclinaison 7, sur 
lequel s'exerce la force élastique représentée par un demi- 
diamètre Di de cette ellipse, a sa trace parallèle à la tan- 
gente à la coiirbç dont Téquation est 

au point où ce demi-diamètre la rencontre. L'équation (22) 
représenle une ellipse, si A et B sont de même signe ; deux 
hyperboles conjuguées, si A et B sont de signes contraires. 

Dans ce second cas, si Di a pour équation ^= ±: :r: i / , 

il représente une.force élastique tangentielle, s'excrçant sur 
le plan, d'inclinaispii 7, dont cette droite Dj est la trace. 
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Aux diverses inclinaisons correspondent auUntt^'ellipses 
semblables (21) , pour la plus grande, y = -> et u est per- 
pendiculaire au plan des forces élastiques. Toutes ces con- 
séquences se déduiraient, d'ailleurs, de la considération des 
plaques elliptiques et hyperboliques, auxquelles se rédui- 
sent les surfaces (16) et (19)9 quand C = o, en interprétant 
convenablement l'indétermination apparente des plans tan- 
gents, aux bords infiniment courbes de ces plaques. 

25. Cas ou deux des forces élastiques principales sont 
, nulles. — Le cas où C = o, B = o, et où A existe seul, 
n'offre aucune difficulté \ le théorème du n® 9, sur l'égalité 
des composautes normales réciproques, suffit pour le ré- 
soudre complètement. D'après ce théorème, dans le cas 
dont il s'agit, toutes les forces élastiques sont nécessaire- 
ment dirigées sur la même droite L que A, seule force élas- 
tique principale qui subsiste \ donc la force élastique qui 
subsiste sur un élément-plan t7, dont la normale est /, s'ob- 
tient en projetant A sur /, et en reportant la projection 
. obtenue sur L. Quand deux des racines de l'équation (12) 
sont égales, les surfaces (16) et (19) sont de révolution^ il 
arrive alors que tous les demi-diamètres appartenant à 
l'équateur de l'ellipsoïde (16) représentent des forces élas- 
tiques normales. Si les trois- racines de Téquation (12) sont 
égales, les surfaces (16) et (19) sont des sphères; toutes les 
forces élastiques sont normales et ont la même valeur. 

* Telles sont les lois qui régissent les forces élastiques, en 
un même point, d'un milieu solide. Elles sont d'une très^ 
grande généralité, car les équations (8), n® 9, qui les ren- 
ferment toutes, ne supposent ni homogénéité ni approxi- 
mation d'aucune espèce. Elles sont à Tabri de tout doute 
sur la nature des actions moléculaires, dont on peut se dis- 
penser de parler en adoptant, pour la force élastique, la 
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seconde dféiînition du m 5. Leur démonstration est facile, 
tellement que nous avons pu craindre le reproche de déve- 
lopper ici une analyse trop élémentaire. Leur énoncé a la 
forme géométrique, la plus goûtée des ingénieurs. Enfin, 
elles sont d'une utilité incontestable, et les praticiens trou- 
veraient à chaque instant l'occasion de les utiliser, s'ils les 
connaissaient. N y a-t-îl pas lieu de s'étonner qu'une 
théorie si simple, si naturelle et si féconde en applications, 
n'entre régulièrement dans aucun cours classique? 

La Mécanique rationnelle emploie de même, pour étu- 
dier les moments d'inertie, la considération de l'ellipsoïde; 
mais, on en conviendra, cette surface ne s'y présente pas 
aussi naturellement que notre ellipsoïde d'élasticité. En 
outre, ici les deux genres d'hyperboloïdes, et le cône, et 
l'ellipse, ei les hyperboles conjuguées, interviennent égale- 
ment. En un mot, les surfaces et les courbes du second 
ordre, pourvues de centre, viennent remplir, dans la théo- 
rie de l'élasticité, un rôle aussi important que les sections 
^«uniques en Mécanique céleste*, elles lui appartiennent aux 
limées titres, elles en traduisent les lois avec autant de 
cl^rej et même plus rigoureusement, car les lois des forces 
élastiques autour d'un point ne subissent aucune pertur- 
bation. Si, dans l'avenir, la Mécanique rationnelle, cou- 
rant plus rapidement sur les problèmes, aujourd'hui com- 
plètement résolus, du monde planétaire, se transforme pour 
s'occuper avec plus d'étendue de physique terrestre, la > 
théorie que nous avons exposée dans cette Leçon formera 
l'un de ses premiers chapitres, et des plus importants, 
commje la suite du Cours le démontrera,. 
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SIXIEME LEÇON. 

«> 

Équations de l'élasticité pour les solides homogènes d'élasticité constante. 
— Cas do l'équilibre d'élasticité. — Des forces émanant de centres exté- 
rieurs. — Coefficient d'élasticité. 



26. È<j nations de V élasticité pour les solides homogènes 
d'élasticité constante. — Dans les applications qui vont 
suivre, nous ne considérerons d* abord que les corps solides 
homogènes d'élasticité constante. Les N,, T, ont alors les 
valeurs s 

«.T >A du ^ /clv dw\ 

/ V I *, >*. dv ^ [ d(v du\ 

d(^ ' rwy (du d(f\ 



dans lesquelles A et p. sont des constantes, et ou la dila- 
tation est 
, . ^ du dv dw 

Ces six fondions N,, T, doivent vérifier les trois équa- 
tions aux différences partielles du premier ordre, déduites 
de l'équilibre d'un élément parallélipipédique, et qui 

sont 

./ d^, dl, dT, „ 

I dx dy dz ^ ^ 

dT, d!i, dT, 
<^' J rfï -^ ^ -^ ^ -^ P^' = «' , ^^. ;.'•• 



d.c dj (iz 



2* BDIT. 
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p étant la densîlc du milieu ; Xq, Yq, Zq ëtanl les forces qui 
sol I ici teul la masse et qui comprennent les forces d'inertie, 

si le corjDS se déforme ou vibre. Ces forces d'ineilie, — "jt' 

d^Y d^z 

— -rr? —-9 si Ton observe que les coordonnées du 

dt' dt^ ^ 

point M, déplacé et venu en m, sont j? -f- m, j -|- 1^, z -t- w,. 

,j . , d'il d'p d'i\' ,, , 

se réduisent a — » — -i -— : deeaeeons-Ies, être- 

dt^ dt^ dt^ ^ ^ ^ ' 

présentons encore par Xo, Yq, Zo les composantes des forces 
extérieures qui peuvent agir sur la masse : les équations (3) 
deviennent 

/ d^, dl, dl'- „ d^u . . 

['d^-^-d^-^^^'^^'^P-dl^' 

,,, ) ^Ta r/N, ^T, ^ dU> 

(4 1 -:7-^--r--'--7- ^- pYo=:p ■— , 

^^' j r/:c r/j dz ^ '^ dt^ 

\ dT, dT, é/Na ^ rf^w' 

\ f/o; r/j rfz '^ dt^ ^ 



et, par la substitution des valeurs (i), eu ayant égard à 
Texpression (2) de 6, on a 

^d9 (d^u d'u d'n\ ^ d^u 

,dB Id^w d^tv d^w\ d^w 



Ces nouvelles équations, aux différences partielles du se- 

^ cond ordre, entre les fonctions m, f^, w, expriment les lois 

du déplacement moléculaire 5 recourant encore à la va- 
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leur (a) de 9^ elles peuvent se mettre sous la forme 

V^ dz) \dz dx)\ ^ d'à' 

Le plus souvent, les Xq, Yq, Zo se rëduiseni aux compo- 
santes de la pesanteur*, nous supposerons, plus générale- 
ment, qu^elIes proviennent d'auractions ou de r^itulsions 
émanant de centres extérieurs iîxcs^ et qui.&QÎ\oiii la loi t\t* 
la raison inverse du carré des distances; îJorsX^^, Y^, Ze 
sercoit respectivement les dérivées ^nx^j'^jf dVne même 
fonction Fo, vérifiant Téquation 

, , d'Fo^d*Fo_^d'¥o 

on 'aur» donc, dans ce cas général, 

dx . ay dz 

et, d'après l'équation (7), 

r/X, ' rflfo di, _ 
dx djr dz 

En vertu de cette dernière relation, si Ton ajoute les trois 
équations (6), après les avoir respectivement différentiées 
par rapporta x^jy x, les forces extériegres disparaîtront 
du résultat-, les parenthèses au coefficient ja s^annuleront 

aussi; le second membre ne sera' autre chose qûejo— , 

5. 
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d'après la valeur (2). On aura doiîo 

(S) a-^.,)(^_-H- + -j = p-, 

équation remarquable, qui régit la fonction 6, ou la 
dilatation cubique, dans le milieu solide légèrement dé- 
formé. 

27. Cas de V équilibre cP élasticité, — Quand il s'agit 
de l'équilibre d'élasticité, les fonctions ii,i^, îv, et par 
suite S. sont indépendantes de / ; les équations (5) de- 
viennl 



et l'équation (8) se réduit à 

rf=»Ô f/'O <f'0 

c'est-à-dire que la dilatation 6, dans Tintérieur d'un corps 
solide homogène en équilibre d'élasticité, suit la loi delà 
température, dans le même corps solide en équilibre de 
chaleur, et la même loi régit le potentiel — F©, dans Fat- 
traction des sphéroïdes. Ce double rapprochement, entre 
des théories physico-mathématiques en apparence si diffé- 
rentes, est un fait analytique très- remarquable, et qui pourra 
servir de point de départ quand il s'agira de ramener à 
Tunilé toutes les théories partielles. 

Pour éiioncer généralement les propriétés des fonctions 
qui se présentent dans la théorie actuelle, et pour simplifier 
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en même temps récriture des équations que ces fonctions 
doivent, vérifier, «il nous sera commode et utile d'employer 
une expression et une notation que j'ai introduites. On sait 
et l'on peut d'ailleurs vérifier aisément que F étant une 
fonction des trois coordonnées x^ y^ z d'un point dans 
^■espace, les deux expressions différentielles 



I ld^\^ /dFy /clin' ' c/'F d'¥ d'F 

\/\dl) "^[dp] -^[-Tz)' -d^-^^ir^'d^' 

conservent les mêmes formes et les mêmes valeurs numé- 
riques en chaque point, pour tous les systèmes d'axes coor- 
donnés rectangulaires. J'appelle ces expressions paramètres 
différentiels du premier et du, second ordre de la fonc- 
tion F, et je les désigne par A'T, A' F. Nous dirons donc : 
la dilatation dans un corps solide en équilibre d'élasticité, 
la température dans le même corps.en éqXiilibrede chaleur, 
et le potentiel de l'attraction des sphéroïdes, sont des fonc- 
tions dont le paramètre différentiel du second ordre e^ nul , 
et nous écrirons les équations (9), (7), (10) de la manière 
suivante:' 

/" d^ dh\ 

de r/F» 

, (X -f- a) -7- -f- fxAV 4- p -7-- = O, 
(il) l "^ ^^ djr "^ ^ djr 

\dO dF, 

(X+j.)_ + f*A'«. + p — .= 0, 

A2Fo=0, A' = 0. 

Ainsi, prendre le A* d'une fonction ou d'une équation, 
c'est faire la somme des trois rJfeultats obtenus, en différen- 
tiant successivement celte fpnctîou;ou cette équation deux 
fois pan rapport à x, Seux fois*pàr rapport hj^y deux fois 
par rapport à z\ Or, si l'on prend les A* des trois première» 
équatioq^ ('0' ^^ qu'on ait égard aux deux dernières, 
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on aura 

A'.A2a = o, ù*.AV=o, A^A'<v = o, • 

et comme les N,, T, sont des fonctions linéaires et à coef- 

/^ . 1 ^('^» *'»**') •! ^ . 1 TVT 

ncients constants des —7 r? il s ensuit que les JN,, 

T,, ainsi que les a, t^, iv, vérifient Téquation 

(12) A^A='(J) = o, • 

c'est-à-dire, par la notation ordinaire. 






dz' 
ou bien, en développant, 



d*fD 




d'o 


d*'^ 




rf<«p 




e/*cD 




rf«> 








-f- 




^ 


-+- 


2 -- — 1_ 


-f- 2 




rf- 2 




— - 


0, 


dx' 




dj' 


dz^ 




dfdz" 




lizVa:' 




dx'dy^ 







Tel est le caractèrie général des fonctions qui expriment, 
soit les. projections du déplacement moléculaire, soit les 
composantes .des forces élastiques, dans l'intérieur d'un 
corpt ioliitl^ homogène et d'élasticité constante, lorsqu'il 
est en équilibre d'élasticité 5 c'est-à-dire que le paramètre 
différentiel du second ordre du- paramètre différentiel du 
second oi;drtf4c ces foYictions.^fôl nul. 

On sait que l'&jtiatidn A*F^;i»ô-€Sl vérifiée par l'in- 
tégrale triplup ' ^ ^ 

(.3). ^^.JJJI^llX^-uu^,,, 
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dans laquelle le déiioiiiinateur R est 

(i4) R— ^(a;-a)'+(7-pf-h(#3:^)': ' .* 

Or, on s'assure aisément que Téqualion {12) est vérifiée 
par celte autre intégrale triple 

en effet, celte valeur de y donne- 

S=//^^(".M)[k-'-^]-"*"v. 

•• A^.ç=: 2F, A'A'(pz=0. 

La fonction F (i3), dans laquelle les figues d'intégration 
peuvent être remplacés par^qèlaî d'une somme de termes, 
à lafeçu généralement le nomtàe.potentiel ^ si l'on convenait 
Âp l'S^peler potentiel uèperse^ on pourrait donner à la 
fonction Qp (i5) le nom de potentiel direct. Ou, mieux 
encore, en s'appuyant j^r une analogie remarquable avec 
les intégrales elliptiquès^on pourrait appeler F potentiel 
de la première espèce^ y potentiel de la seconde espèce. 
Nous dirions alors : la température ou la dilatation dans un 
.cdirgs solide homogène en équilibre de chaleur ou d'élasti- 
cité es't une fotyjtion de môme nature que Ip .potentiel de 
p^jmière pspèce 5 les projections du déplacemlut molécu- 
laire et Ij^i composantes des ^forces élastiques sont des fonc- 
tions de 'liême-nature que le potentiel ^e seconde espèce. 
Ces rapprctchements et ces analogies sont loin d'ètrè futiles : 
ils établissent lîn tien entre les di?ers sujets dont s'occupât 
les géomèfi^Sy 0alre le passé et l'aveiiîi^de leurs reclîdi'ch^*, 
•et ce lien, d'abord imperceptible et douteux, peut grossir 
un joui' de. m^Ctiière à faire* voir que \ant de travaux si dil*^" 
férenls C9U Versent vers un même but commun. 
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28. Sur les forces émanant de centres extérieurs. — 
Les équations aux différences partielles (5) ou ^(9) sont 
linéaires et à coefficients constants, mais elles ont des 
termes donnés. 'Les fonctions m, p», w se composeront donc 
de deux espèces de termes : les uns formant les intégrales 
générales des équations (5) ou (9), dépourvues des Xo , Y©, 
' 2'o ; les autres destinés à faire disparaître ces quantités, ou à 
vérifier les équations (5) ou (9) complètes. Désignons .par 
Uo 5 P'o ) Wo les termes de la seconde espèce. Si les Xo , Yo , Zo 
ont la forme 

dx ay- az 

Fo, vérifiait Téquation (7), sera un potentiel pris négati* 
vement, çStonséquemment de la forme 

R étant l'expression (i4)- Posons alors 

et prenons 

ax dy az 

K étant un coefficient indéterminé 5 on en déduira 

G.nrKA'ço, A*Ço = — Fo (tl»27), 

et Ço étant indépendant de f , les équations (5) ou (9) seront 
vérifiées si l'on prend K = - — ^ — ) et conséquemment 
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Si les Xo,Yo,Zo sont des constantes rt, i, c, on trouve 
facilement qu'il faut prendre 



9 


a 

2 

• — 1 

• — ( 
2 


^2 


P 




X-f-2fA 
P 


X-f-2fX 





- "Cachant faire disparaître les termes en Xo , Y© , Zo , on 
peut les supprimer dans les équations ( 5 ) ou (9), ou, comme 
on* dît, en faire abstraction, et s'occuper uniquement de 
la. recherche des intégrales de ces équations ainsi réduites. 
Mais la suppression des termes dont il s'agit peut s'appuyer 
sur un autre motif : les fonctions u, ^y w étant définies 
par des équations linéaires, le groupe 1/05 t^oj 'W'o? ainsi 
que les autres groupes de termes qui composent les inté- 
grales, représentent autant d'états particuliers du milieu 
solide, lesquels se superposent sans que leurs lois soient 
altérées ; or,' dans les corps solides que nous aurons à consi- 
dérer, la déformation qui résulte de l'action de la pesanteur, 
ou de toute autre force extérieure, sur ces corps seuls, c'est- 
à-dire celle que il(eéurent les Mq , «^o > Wo , est le plus sou- 
vent tout à fait iuiiénsifaï|ê *, les corps rigides peuvent donc 
être considérés coixnne si ces forces extérieures n'existaient 
pas, quand il s'agit d'étudier l'effet d'actions d'une autre 
nature, exercées sur"^ leurs surfaces, et non pas sur leurs 
masses. C'est ainsi qu'il faut eniendre qu'on fait abstraction 
des Xo , Yo , Zo .' 

29. Détermination des^ coefficients (X, (x). Coefficient 
d^ élasticité . — 'fcçs coefficients constants i et (x, introduits 
par les valeurs (ij, sojçttVdes quantités de mômç^espèce »que 

les N,, T;, puisque lesj—- ^ — \ sont des rapportS5 ils s ex- 
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primeront donc par les mêmes unités que les forces élas-^ 
tiques, c'est-à-dire par un certain nombre de kilogrammes 
pressant Tunité de surface. Les valeurs numériques dé ces * 
coefficients, pour un corps solide homogène et d' élasticité 
constante, de nature donnée, pourraient se déduire d'ex- 
périences faites sur ce corps, dans les deux cas d'équilibré 
d'élasticité les plus simples. 

Lorsque le solide est soumis à une pression uniforme/ 
— P sur toute sa surface, il doit se contracter en restant 
semblable à lui-même;, de là,' et en supposant que l'or^ilÉfe 
des coordonnées reste fixe, il suit que les projectionafoiïlSf 
déplacement seront représentées par les valeurs /^^^ '. 

où a est un coefficient constant à déterminer, et qui véri- 
fient évidemment les équations (9*) quapd on fait abstrac-* 
tion de la pesanteur. Par ces valeurs, les T, (i) sont nids^r 
les N, se réduisent tous les trois à N = (3 i -h ^(xja, ]çt^.- 
cette composante normale, partout la même, n'est autre ' 

' *• ■ P T '• 

que — P j on a donc a = — ^y" ; c'est la contraction 

, . '.V ' . . . • ' 3P 
linéaire. L'expression (^) de devient 0=^8^1 = — '■ -m > 

.^%<,. ,. --^^ '^-^^^ 

c est-à-dire que . . . 

est la compressibi|ilé;*ubique de Tunité^de volutnte^sous une 
pression égale à l'unité. Si des expériences ont faitconiinî- 
tre a, on aura une^preinière relation [a) entre Xjetjt;, • > 

Supposons le corps )pjrîsmatiqu£ et ses arêtes verticales pu . 
parallëles^lHX z 5 s'il est soumis à une traction P, par chaque 
unité de surMce de ses deux bases horizontales, il y aura 
étiremeut parallèlement aux. arêtes^ contraction uniforinê • 
paralIèlemQnt aux iKrses, et les projections du déplacemeiil 



.SUR l'élasiicité.- 75 

seront représentées par les valeurs 

*-**' tt = — axy ç z=z — ajr, tv =zez, 

OÙ a et c sont des constantes à déterminer, et qui vérifient 
les équations (9) quand on fait abstraction du poid^ du 
■ corps. Par ces valeurs, les T,- (i) sont nuls, et l'on a 

N, ==N2 = {c — ia)\ — 2ûrp, Na=: (c — 2fl)X -f- 2CfAj 

or Ni , Nt , partout les mêmes, sont nulles à la surface la- 
térale du prisme, et Na, partout le même, est aécessajw 
ment égal à F^ on a donc les relations 

Xc — 2(X -f- p) a-=o, (X4-2ejt)c — 2Xa = F, 

d'où l'on conclut 

a 

I H — 
3X-»-2p 2fA3X-f-2fi 3A-f-2^ 

Ainsi^-il y a dilatation, et le coefficient de cçtte dilatation 
cubique est -^ ? ou le tiers de a du cas précédent. L*al- 

O A ~r" 2 £A 

longement de l'unité de longueur du prisme, par une trac- 

' w c ' 

tion égale à l'unité, c'est-à-dire — > ou -» est 



zF F 



X 



Si' des expériences ont fait, connaître j3, on aura une 

conde relation (^)- entre X*et fjt. ^ ■ 

Les deux équations (Irt) et (9) donnent s* ^ 

' * ■■ , **«*^' - - 

5 ,1 2 * ; ..- 

• a = «-; — V X = • 
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Si Ton admeltarit la relation X =fx, à laquelle 011 est conduit 
par la méthode défectueuse indiquée au n^ 15, les équations 

3 2 

{a) et (b) donneraient a= =-> |3 = -a. Certaines expé- 
riences de Wertheim le conduisent à X = 2fx, ce qui 

3 . . ' •. X 

donne «== j3 = ^» Mais il peut se faire que le rapport - 

ne soit ni égal à Puni té, ni égal à 2, et qu'il varie d'un 
corps à un autre. C'est un point qui ne peut être éclairci 
que par de nombreuses expériences. On est convenu d'ap- 
peler coefficient d^élasticité d'un corps l'allongement de 
l'unité de longueur d'un prisme, formé avec ce corps, sous 
l'influence d'une traction égale à l'unité^ c'est le coefficient 
j3 (è) 5 nous le désignerons dorénavant par E. Ainsi 



E = 



1 -\- - 



est la valeur, en A et fjt, du coefficient d'élasticité. 

30. Comparaison des méthodes. — - Ici se termine ce 
que nous avions à dire pour démontrer les équations géné- 
rales de l'élasticité, et particulièrement celles qui appar- 
tiennent aux solides homogènes et d'élasticité constante. 
On trouvera peut-être longue et minutieuse la marche que 
nous avons adoptée, en la comparant à celle qu'ont suivie 
Navier, Poisson et d'autres savants-, mais il ne s'agissait 
pas seulement d'établir rapidement ces équations, il fallait 
bannir tous les doutes que l'ancienne méthode et ses résul- 
tats immédiats ont laissés dans l'esprit des géomètres £t |^es 
physiciens. Nous croyons avoir atteint ce but. Notre marche 
.Védùil à néant toutes ces discussions sur la forme de la 
fonçtîpnP (Ç), n^ 4-, sur les grandeurs relatives de deux 
ia|ç§|{^es définies, dont les éléments*se composent de cette 
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fonction inconnue, multipliée par des puissances diffé- 
rentes de ^5 discussions qui prouvent uniquement que la 
question avait été mal abordée, puisque l'on voulait prendre 
pour principe le point même que la théorie doit éclaircir 
par ses déductions et ses conséquences nécessaires. Car, 
pour nous, cette fonction F (Ç) est complètement incon- 
nue; nous n'avons besoin de présupposer aucune de ces 
lois, sinon que celte fonction est insensible dès que ^, au 
contraire, est sensible, puisque les faits prouvent que toute 
adhésion cesse entre deux parties d'un même solide sépa- 
rées par une distance appréciable. 

Chez nous, plus d'intégrations autour d'un point, les- 
quelles supposent évidemment la continuité de la matière, 
hypothèse absurde et complètement inadmissible, même 
par abstraction ; mais, au lieu de cette continuité imagi- 
naire, existe la continuité réelle des déplacements géomé- 
triques, n^ H. Pour nous, le nombre des couples molécu- 
laires, dont les actions composent la force élastique, est 
ou petit ou grand, et reste inconnu ou non déterminé. Par 
l'ancienne manière de voir, les solides homogènes d'élas- 
ticité constante étaient très-difficiles à concevoir, et, par 
suite, à admettre ; on était obligé de recourir à une cer- 
taine moyenne d'intervalles moléculaires assez vaguement 
définie, et qui laissait planer sur la théorie le soupçon 
d'un certain genre d'approximation qu'il serait impossible 
d'évaluer. Ces difficultés et ce soupçon sont écartés par 
le fait analytique que nous avons signalé n°* 17 et 20, sa- 
voir, qu'il peut exister, dans un solide, un mode de distri- 
bution des molécules, symétrique par rapport à des plans 
déterminés, et tel, que le corps se déforme de la même ma- 
nière lorsqu'il est tiré ou tordu, quelle que soit la direc- 
tion de la ligne de traction ou de l'axe de torsion. Enfin, 
la méthode de l'intégration autour d'un point conduit à 
l'égalité de deux coefficients (X, fjt), et, par suite, à des for- 
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lOU^s usuelles, dont rexpériencea constaté l'inexactitude { 
par notre théorie, ces deux coefficients sont distincts, et 
leur rapport rieste inconnu ou non déterminé. En un mot, 
s'appuyant sur des hypothèses, l'ancienne théorie avait éta- 
bli des formules douteuses qui devaient expliquer tous les 
faits, et auxquelles la nature devait en quelque sorte obéir; 
tout au contraire, s'appuyant sur les faits, la nouvelle théo- 
rie ne suppose rien de ce qui nous est encore inconnu, 
elle démontre des formules qui sont à Tabri de tout doute, 
et qui peuvent réellement servir, de concert avec l'expé- 
rience et l'observation 5 à nous dévoiler les secrets de la 
nature physique. 



..«. -'^ 



y 
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SEPTIEME LEÇON. 

à 

Du travail des forces élastiques. — Théorème de Clapeyron. — Travail 
d'une traction, — Travail d'une compression. — Puissance d'un ressort. 
— Application aux constructions. 



31. Tra\f ail des forces élastiques. — Lorsqu'une force 
lire ou presse un corps solide, donl au moins trois points 
sont fixes, le produit de cette force par la projection, sur sa 
direction, du déplacement total qu'elle a fait subir à son 
point d'application, représente le double du travail effectué 
depuis l'instant ou le déplacement et la force étaient nuls, 
jusqu'à celui où le déplacement et la force ont atteint 
leurs valeurs finales. Soit, par exemple, un fil métallique 
fixé verticalement par son extrémité supérieure, ayant une 
longueur /, une section a, et qui se trouve allongé de a, 
sous une traction f s' exerçant à son autre extrémité 5 
E étant le coefficient d'élasticité, on a, par sa définition, 






de là on déduit 



et si l'on désigne par F la traction finale, lorsque l'allon- 
gement est définitivement a, il vient « 



"^=^1 



/^/a. 
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Ce qui dënaontre ou vérifie le lemme énoncé, car I Jda 

est évidemment le travail effectué. 

Telle est l'expression connue, et seule enseignée, du tra- 
vail des efforts exercés sur la surface d'un corps solide, et 
qui produisent sa déformation. Clapeyron a trouvé une 
autre expression du même travail, dans laquelle inter- 
viennent toutes les forces élastiques développée? dans Tin- 
térieur du corps solide. L'égalité de ces 'deux expressions 
constitue un théorème, ou plutôt un principe, analogue à 
celui des forces vives, et qui parait avoir une importance 
égale pour les applications. Dans notre théorie, ce nouveau 
principe se démontre de la manière suivante. 

32. Théorème de Clapeyron. — Il s'agit d'un corps 
solide homogène et d'élasticité constante, parvenu à un 
état d'équilibre d'élasticité; on fait abstraction de son 
poids, ou des Xo, Yo, Zo, n" 28. Les équations déduites 
de l'équilibre de Télément dxdydz se réduisent alors à 



(•) 



les N/, T, ayant les valeurs du n^ 26. Ajoutons ces trois 
équations après les avoir respectivement multipliées par 
li, i', w; multiplions le résultat par dx dy dz^ pour l'in- 
tégrer dans toute l'étendue du corps; intégrons par partie, 
et séparément, les différents termes de l'intégrale triple; 
chaque terme, par exemple 
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peut être remplacé par 

f Çdjdz ( IS', u' — ^\ u")-^ÇÇ Tn. ^ dxdydz 5 

et de même pour tous les autres termes; si l'on interprète, 
comme au n^ 10, les intégrales doubles détachées par cette 
opération, on arrive facilement à Téquation 

^ ^ rf« f^ (dp dw\ 
'dx '\dz Tfy) 

v^) \ rrr, , , ^.^^ r^ldt^ du\ 






^T dw ^ (du dv\ 



Le premier membre est la somme des produits des compo- 
santes des forces agissant sur la surface du solide, par les 
projections des déplacements subis par leurs points d'appli- 
cation^ c'est la première; expression connue, n^ 31, du 
double du travail de la déformation \ le second membre en 
est donc une autre expression . 

Lorsque le corps est homogène et d'élasticité constante, 

les ; ^ ' — \ sont liés aux N,, T,- par les équations (i) du 

n° 26, lesquelles donnent 

^ __ N. -4- N, ^- N3 

,^ , du N, — >0 rfp N, — >9 dw N3--XÔ 

(3) { "7" = » 1~^^ > "7~ =^ > - 

^ ' » dx 2 p dy i\t. dz 2 pi 

fdt^ div\_Ti fdw du\ ^li /du dç \ ^^T^ 

(dz dxj'^ii.' \dx dz)~^ii^ \dP dx)~ il' ^;..^ 

Substituant ces valeurs dans la parenthèse soumise à Tinté-, *f 
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gratipii, ^n second membre de réqualion (2), celle paren- 
thèse devient 

\ 2 yL 2pi3X-4-2tx p. J 

et peut se mettre sous la forme 

). 

(4) 3r^(N«-^^'^+N3)^~p(N^N3 + N3N.4-N,N,~Tî-T^~T?). 

Posons, pour simplifier, 

^^^ j N,N3 4- N3N, + N. N, - * - T^ - T^ = G, 

et rappelons la valeur du coefficient d'élasticité*, n° 29; 

la parenthèse (4) devient ( EF* j? et l'équation (2) 

prend la forme 

(6) y{Xu'\-Yp-{-Zw)in= j{Ç(eF'—^\ dxdydz. 

C'est cette équation qui constitue le théorème de Cla- 
peyron. Il faut remarquer que F et G (5) sont précisément 
les coefficients de l'équation (12), n^ 22, dont les racines 
sont les trois forces élastiques principales ; que conséquem- 

ment F, G, et, par suite, la parenthèse ( EF* jconser- 

vent les mêmes valeurs numériques quand on change d'axes 
coordonnés : c'est-à-dire que cette parenthèse a une valeur 
déterminée et fixe^ en chaque point du milieu 5 multipliée 
par l'élément de volume w, quel qu'il soit, elle représente 
le double du travail intérieur de cet élément lui-même, et 
la moitié du s'econd membre de l'équation (6) est la somme 



su II i/ia,AS'ricrn:. 83 

des travaux de tpus les éléjiionls, ou le Iravail du volume 
total du corps* C'est ainsi (juo toutes les forces élastiques 
développées concourent à former la seconde expression du 
travail de la déformation. 

33. Travail (F une traction, — On peut introduire dans 
.l'expression 



-:(-?) 



du iravail de l'élément w les forces élastiques principales 
A, B, C, en remarquant que F est leur somme et G la 
somme de leurs produits deux à deux 5 ce qui donne 



(7) 



ï[fi(A-f-B + C)'-?^-^»].t 



S'il n'existe qu'une seule force élastique priiicipale A, les 
deux autres étant nulles, le travail de Télément w est sim- 
plement S'il en est ainsi dans toute l'étendue du 

^ 2 

corps solide, de volume V^ et si la force élastique princi- 
pale unique est la même partout, le travail total du corps 
élastique sera 

,8) 5^. 

Cette circonstance se présente souvent dans les applica- 
tions. Par exemple^ dans le cas d'un Cl métallique de lon- 
gueur/, de section (7, qui s'est allongé de «, sous Tinflueuce 
d'une traction finale F, n° 31, la première expression du 

travail de la traction étant — t on obtiendra la seconde 

2 

F 

en substituant, dans la formule (8), (tZ à V, ~ à A, ce qui 

cr 

donne — FJ^'*^ et ces deux expressions sont efloctivement 

6. 
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n 1? 

égales, puisque -=£-•? d'après la définition du coeffi- 
cient d'élasticité. 

Si Ton n'avait pas fait abstraction des forces Xo , Y^, Zo 
dans les équations (i), l'opération qui nous a conduit à 
l'équation (a) aurait introduit dans le premier membre la 
somme 2 (Xo M 4- Y© «^ H- Z^w) pw, où pco est l'élément de 
la masse. Dans le cas du fil pesant tiré verticalement, que 

nous venons déconsidérer, cette somme se réduità~»où 

p est le poids du fil, ainsi qu'on le trouve aisément, en fai- 
sant usage des formules du n^ 28. On devrait donc ajouter 

pie terme ^ à la première expression — du travail de la 

exaction \ mais ce .terme disparaît, à cause de la petitesse de 
^Ùp comparé à F. 

34. Travail d'une compression. — S'il s'agit d'un corps 
solide homogène d'élasticité constante, et de forme quel- 
conque, qu'une pression — P, exercée sur toute sa surface, 
a uniformément comprimé, n** 29, les trois fordts élasti- 
ques principales sont égales entre elles et à. — Pdans toute 
l'étendue du corps. Le travail de la compression du corps 

entier, dont le volume est V, sera - ( 3 E j VP', ou, sub- 
stituant à E sa valeur, plus simplement, 

2 3> + 2|X ' 

3P 



or, la compressibilité cubique est alors, et partout, ^- , 

ie volume total V, devenu V, a donc diminué de 
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etH'expression du travail de la compressfd'n est définitive- 
ment 

. (V — V^)P 

a 

Cette expression est nulle quand V = V. Mais il im- 
porte de remarquer que, en général, le travai| d'un corps 
élastique ne dépend pas uniquement des variations de vo- 
lume ^ il peut même arriver que le travail soit Xrès-considé- 
rable, sans que le volume ait changé. Ce caractère fonda- 
mental, qui sépare complètement les solides des fluides, se 
déduit très-nettement du théorème de Qapeyron : en effet, 
si 6 = G, il s'ensuit ( 3 ) 



d'où 



N,-f-N2-f-N3 = o, ou F = o; 
N,N3 -f- N5N. -f- N.N, = — 1 (Nî -f- NJ -f- N2 ) ; 



^=""1 —- -;-)' 

et Ton obtient définitivement 

^ (n; -f- nj 4- Nj -f- iT] -f- 2x5 -f- 2t;) 

pour le travail de l'élément de volume co, invariable dans 
le cas actuel; et ce travail ne pourrait être nul ijue si les 
N,, T; étaient tous égaux à zéro, c'est-à-dire s'il n'y avait 
aucune force élastique développée. 

35. Puissance d'un ressort. — Supposons que le corps so- 
lide soit employé comme ressprtpour amortir le choc d'une 
inasse M, animée d'une vitesse U. La vitesse U ne ^^annulera 
qu'en développant sur )e ressort un certfiin.tray ail dont le 
double est égal, comme oh sait, au produit 1M[tJ' ^ or, ce 
double travail est précisément égal au preniîer* membre de 
l'équation (6). On peut donc dire que la force vive amor- 
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tie MU* aura développé, dans rinlérieur du corps élastique 
agissant comme ressort, un travail dont le double est repré- 
senté par le secontl membre de la même équation (6). La 
nature du ressort, sa forme, sa position relativement au 
choc, indiqueront généralement ceux des points intérieurs 
qui seront les plus actifs, c'est-à-dire ceux où les forces élas- 
tiques prenctront le plus d'intensité. Or, celte intensité ne 
doit dépasser nulle part une certaine limite, mesurée par 
Texpérience, et au delà de laquelle il y aui*ait à craindre 
des altérations peï'manentes. Si donc on donne cette valeur 
limite à la plus grande des trois forces élastiques priuci- 
pales appartenant au point le plus actif, le second membre 
de la formule (6), calculé numériquement, mesurera le 
plus grand effet que l'on puisse attendre du ressort pro- 
posé, la plus grande force vive qu'il puisse amortir sans 
se détériorer, enfin, ce que l'on peut appeler sa puis - 
sance. 

Le second membre de l'équation (6) étant ainsi l'expres- 
sion analyïî^ue de la puissance d'un ressort, on pourra y 
faire varier les quantités dont on peut disposer, savoir, les 
dimensions et les directions relatives des différentes par- 
ties, de telle sorte que cette puissance soit la plus grande 
possible sous le môaie volume ou pour le même poids. 
C'est ce problème général, dont la solution intéresse un 
grand^/nqnibre d'industries, que Clapeyron avait en vue 
lorsqu^il a trouvé son théorème. INous lui laisserons le 
soiri* de publier les résultats qu'il a obtenus sur la théorie 
|jes> ressorts, et nous indiquerons une autre application du 
. même principe. 

36. j^pUcation aux. constructions. — Lors de l'éta- 
blissemelit aè;t(jjite construction, de quelque genre qu'elle 
soit, ce pWnçSpC fournira une relation dont on pourra, 
faire usage pour trouver les proportions les plus conve- 
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n^bft des différentes parties de cette construction. Gé- 
xiÉpMâtnent on dispose les différentes pièces, en charpente 
ou en fer, de telle sorte qu'elles éprWmt-^des efforts 
dirigés dans le sens de leur, longueur; cetî-i-dire qu'il 
n'y ait, en chaque point intérieur, qu^imè force élas- 
tique principale, la même dans toute l^étendue d'uûe 
même pièce. Si l'une de ces pièces, d.e longueur /, de sefe-. 
tion (7, d'une substance dont E est le coefficient d'élasticité/ 
est tirée ou pressée par une force F agissant longitu- 

F 

dinalement, —sera la force élastique principale unique, ^t 

^ le double travail' de la pièce sera E ( - 1 • /a, n^ 33 , ou 

F 

- F* /; /', <t', E', F' représentant les mêmes choses pour une 

• seconde pièce*, /'', a"^ E'^, F" pour une troisième, etc., le 

. '■ * ■■ F F' 

double travail intérieur et total Sera— F' /-h — F" /'-f- .... 

*Par .jri|emple. si la construction dont il s'agit est destinée 
à 4t[pj|prter un poids II, ^ étant la flexion, ou la quantité 
dont cerpoids s'abaissera par suite du resserrement ou de 
l'extension des diverses pièces, on aura 

(q) n« = 5F^/-f- ~F'^/'-+-^F''^r-f-.... 

s Généralement, les efforts F^*^, se déduiront^de II par les 
règjed ordinaires'de la Statîmie, en ayant égard à la dispo- 
sition relative dés pièces assemblées^ chacun d'eux F^'^ sera 
égal à n multiplié par un facteur tiigonomctrique cf^'^; la 
relation (9) deviendra alors^ en divis§|it par II, 

(.0) ::a = {l fi+ i' ?"/' + ^ ^"H"^ . . . ) n. 

.■■»*■■■ ■■■•;., ' 

En outre, la distribution et la disposition des pièces éta- 
blira des rapports entre leurs longueurs Z^'^*, chacune 



èivr-. 
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d'elles l^*^ sera égale à une certaine longueur L multipliée 
par un facteur trigonométrique ^^*^ 5 la relation (10) pren- 
dra la forme > '- 

(, a = f 5yi +. ^ y"f + ^ ç'"r.+ . . . ) Ln. 

So\is toutes ces fondes, on voit que la flexion a restera la 
mÊme si on change la nature d'une des pièces, en lui con-^ 
servant la même longueur /^'^, pourvu que la nouvelle sec- 
tion 5^*^ soit à l'ancienne a^'^ comme le nouveau coefiScient 
dl^^lasticité £ est à Tancien E^'^ \ la relation (11) deviendra 

tétant le coefficient d'élasticité d'un seul genre de corps qui 
remplacerait toutes les pièces; 5, j', 5",..., étant les diverses 
sections qu'il devrait avoir. 

Il conviendra de donner aux sections s^*^ des grandeurs 
proportionnelles aux efforts longitudinaux cp.II, sup^rtés 
par les pièces correspondantes, afin que ces pièces ne tra- 
vaillent pas plus les unes que les autres^ ou que la force 
élastique principale ait la même valeur absolue dans toute 
la construction. Posant donc 

^,4j _______ ,^, 

il viendra définitivement 



Si l'on connaît la limite que la force élastique principale 
unique ne doit pas dépasser, et que Jl> soit cette limite, le 

poids n ne devra pas surpasser » et la dernière valeur 

de a sera la limite de la flexion. Or, si plusieurs des 
angles qui entrent dans la parenlbèse trigonométrique 



• .-1^1 
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(ax{/ + ç'ip'-H9''^''+...) sont indéterminés, on pourra 
en disposer de telle sorte que cette parenthèse, et par suite 
la flexion a, soit un minimum. Gela fait, la construction 
propôftëe satisfera évidemment aux conditions du moindre 
volume et du maximum de stabilité, relativement au but 
qu'elle doit remplir, celui de supporter le poids II. * 

375f C(2S d^un assemblage triangulaire. — Prenons pour 
pie le cas simple d'un assemblage triangulaire ABC, 
[)sé de deux pièces de charpente également inclinées, 
iJ&,.AG, et d'une pièce horizontale BC qui relie les deux 
premières; ces trois pièces sont de même nature, E est 
leur coefficient d'élasticité. Un effort vertical II s'exerce au 
soipmet A, qu'il fait fléchir verticalement de a\ chaque 
pièce inclinée, AB ou AC, est pressée longitudinalement 
par une force F, telle que 11= 2Fcosa, a étant le demi- 
angle en A : d'où F ^^ : la pièce horizontale BC est 

'-ir*--«îJ-i. • j» 1 p ^ •¥-« • Ilsina 

^Beimgitudinalement par une force ^==Fsma = : 

W .>; '^ ^cosa' 

les trois pièeps ont d'abord la même section a \ BC =» L ; la 

longueur )^^il^phaqi|e pièce inclinée est telle, que çl lûiitx, ==L, 

L ' -Sfeh'i '''■'* ' * . " 

d'où /= — : — ; rapbàreil est disposé vertîcalement'sifrdes 
2sma rr r 

supports .rigides 'êiçBr:etC 5 que le plan horizontal passant 

par B et C. s' abaisse ou ne s'abaisse pas, c'est à ce plan 

supposé fixa cff^ ncsuj^-rapportons le inouvement relatif a. 

On aura, d'àpirèsla formule (9), 

n«=.ir4i-(-IL-V-;LfïL^Vl5 

<T t:Sma\2C08a/ \2C0Sa/ J' 

d'où l'on conclut ' * /;. 



ELn /_! 
^'~ 4(7 \si 



+ sm^a 



sina cos*a 
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Si Ton demande pour quel augle a la flexion a sera un- 

minimum, on remarquera que 

» - ■' ."t 

I H-sin'a i H-sina r }i\/ 

smacos^a sinacos^a sina(i — sina) 

et l'bn voit de suite que le minimum cherché correspond à 

sina=±i,Vç8t-à-dîre au cas où le triangle ABC ftjïC.^tiî- 

latéral; la parenthèse trigonométrique de a est alors j^fe^^ 

, , ,, 3ELn ' iki^ 

a o, et 1 on a a = ^ • •'%?!' 

. Mais, pour que les diûerentes pièces travaillent ;i^^i(|^ 
ment, il faut leur donner des sections proportion nêUiei i 
leurs efforts longitudinaux; alors, (7 étant la sectio|^-dj^8 
pièces inclinées, (7 sinise sera celle de la pièce horizon%w, 
ce qui donnera, en appliquant la formule (9), 



.n /i -i-sin^aX 
V \sinaitoWi'/ ' 



ELT 



rapportons cette valeur a la limite c.%> de la force 



principale unique, il faudra poser -- 



-.^=:-;^çOBaLi ce qui doiQgtKra, prariaiiini€t|ft^ 

^ • >- . - ■ . ■ t . ." - il. ■' • ■ . ,r^i '" 







Si l'on veut main ieiïîig(t disposer dé,l'ittigle «OT telle sorte 
que a soit un minimum, on trouve, *j6a égalltnt — à zéro, 

langa = — ; c'est-à-dfre^gue la hautefcif ^ du triangle AB^t 
doit être la moitié de la diagonale du carré dont le c6té 
est L ; alors la limite de H, ou ie2XG cos^y est 2 1/ i, • C7 <A» *, 
celle de a devient '2EX A. 
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38* Rapprochements et généralisations. — Il es l facile 
de traiter de la même manière iles assemblages plus corn- 
]plèxe$, formés de pièces de bois, de fer ou de fonte, des- 
tinés à s'opposer à des efforts d'aulre nature. Dans l6uft<^es 
cas divers, on d^'duit du théorème de Clapeyron, que Ton 
. peut appeler principe du travail' des forces élastiques, les 
dispositions les plus avantageuses de la constructf4l^,qu'on 
étudie. Jamais, je crois, on ne s'était approché aussi près 
de la solution générale du fameux problème des s-oHdes 
d^égale résistance, qui préoccupait tant Girard, ei dont 
la nature a donné des exemplçs si remarquables. > oiis au-* 
rons l'occasion d'appliquer le principe du travail Av.s forces 
élastiques à divers cas d'équilibre d'élasticité. i)n verra 
que ce principe* conduit directement à la relation la plus 
importante, parmi toutes celles qui rééolvent la qiirsiion, 
et que l'on eût pu d'ailleurs déijicflUrer d'une autre ma- 
nière; c'est, comme on sait, une propriété remarquable 
du principe des forces vives en Mécanique rationnelle. En 
outre, les deux principes sont également précieux, en ce 
qu'ils donnent Ips moyens d'évaluer des travaux résistants, 
qui resteraient inconnus sansleur emploi. En réalité, Tun 
vant l'autre, ou peut-être le nouveau n'est-il qu'une ex- 
tension, qu'une transformation de l'ancien. 

La marche que Clapeyron a suivie pour établir son théa- 
rème justifie cette idée d'une manière frappanlç : adoptant 
la méthode de Navier, il reproduit l'équation géitérale ^l 
unique de l'équilibre intérieur des corps solides ëlastiquesr, 
dâiuite de l'application du principe des vitesses? .virtuelles 5 
puis il substitue,- (Tans cette équation géuérale, les dépla- 
cements réels. ï^, ^'j w aux déplacements virtuels â'w, Ji^, 
Jw; et l'équation particulière qui résulte de cette sub^ 
stitution, étant convenablement transformée, le ^conduit a 
l'équation (6). La répugnance que nous devons avDÎr main- 
tenant pour toute màliode qui évalue les forces élaslique^i 
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à l'aide d'intégrations autour d'un point nous a fait re- 
jeter ce mode de démonstration ; si celui que nous avons 
adopté est réellement plus simple, cette simplicité reposa 
en partie sur les préliminaires dont nous pouvions dispo- 
ser, et ne peut d'ailleurs entrer en parallèle avec le mérite 
deTinvention; le seul avantage qui lui appartienne, c'est 
de mettre à Tabri de tout doute un principe utile, qui ne 
pouvait se déduire que de la théorie mathématique de Pé- 
lasticité, dont il résume les propriétés les plus importantes. 
. *,L'6bjèt de là Leçon actuelle fait naître une réflexion: 
a^Dlettons ;'que le théorème. de Clapeyron ne soit pas un 
priSîfoijpe nouveau, qu'il soit une extension, une transfor- 
xn^^pii du principe des forces vives, ou, pour parler un 
langage aujourd'hui de mode, du principe du travail. Cette 
extension est toujours une conquête de plus, pour le même 
principe du travail, déjà si riche de conséquences. Apporte- 
t-e\\e un nouveau motif pour réduire l'enseignement à ce 
seul principe, pour bannir ou négliger l'usage approfondi 
de l'analyse dans les cours de Mécanique rationnelle? Mais 
ce serait abandonner l'instrument créateur, pour lui sub- 
stituer une chose créée, conpiplétement incapable de s'étendre 
par elle-même. C'est ce qu'ont pensé Navier, Coriolis et 
Clapeyron : géomètres avant d'être ingénieurs, ils ont eu 
recours à l'analyse mathématique, aux anciennes méthodes 
de la Mécanique rationnelle, pour résoudre les problèmes 
dont ils lisaient et l'énoncé et l'utilité dans leurs con- 
naissances pratiques. Aussi ont-ils réussi; s'ifs n'avaient 
voulu se servir que du principe du travail, ce principe 
attepdrait encore ses plus belles propriétés. 
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Équilibre et dilatation d'un fil élastique. — Cordes vibrantes. — Loîfc des 
vibrations transversales et longitudinales des cordes. — Sons simultanés. 



39. Lignes et surfaces élastiques. — Après avoir éia- , 
bli les équations et étudié les propriétés générales de l'élas- 
ticité considérée dans les corps solides homogènes, il con- 
vient de les appliquer d'abord aux deux cas extrêmes d'un 
fil ou d'une corde mince, d'une surface élastique ou d'une 
membrane en équilibre ou en vibration. Ces deux questions 
ont été traitées, à l'aide de principes particuliers, longtemps 
avant la création de la théorie mathématique de l'élasticité. 
Il importe de faire voir aujourd'hui que la mise en équation 
de ces anciens problèmes rentre dans la théorie générale. 
C'est ce qu'a pensé Poisson et ce que nous es§fffëppïis après 
lui, d'une manière plus rapide et peut-être ^):^^^2s( sim]^. 

Les anciens géomètres ont pu croire qu'avant d'étudier 
les corps élastiques à trois dimensions finies, il convenait 
d'essayer d'abord les fils minces et les membranes peu 
épaisses, c'est-à-dire les lignes et les surfaces avant les so- 
lides. Mais cette marche, qui paraissait naturelle et logique, 
a complètement manqué son but, car la vraie théorie de 
l'élasticité n'a rien emprunté à ces premiers essais; elle est 
née tout à fait en dehors de ce champ d'explorari^. Ces 
études préliminaires ont été néanmoins très-utilS», mais 
sous un autre rapport : façonnant en quelque sorte les Ma- 
thématiques au maniement des phénomènes naturels, elles 
ont abordé et résolu les problèmes généraux d'analyse que 
l'on retrouve dans toutes les questions de Physique mathé* 
ma tique. :» 
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En réalité, les lignes, les surfaces élastiques sont des 
abstractions, et leur étude, intéressante d'ailleurs, ne peut 
conduire qu'à des découvertes purement analytiques. Dans 
la nature, le diamètre d'un fil, l'épaisseur d'une membrane 
eut toujours des dimensions appréciables, quoique très- 
petites, et les forces élastiques peuvent y éprouver de très- 
grandes variations 5 si Ton suppose qu'elles y conservent la 
même intensité, on veut considérer un cas particulier, et il 
'.faut avoir recours à la théorie générale pour savoir si ce cas 
est possible et à quelles conditions; absolument comme s'il 
s'agissait d'un corps d'une autre forme, dont aucune dimen- 
sion ne serait très-petite. En un mot, les deux cas extrêmes 
dont il s'agit sont deux exemples à traiter, et ce ne sont pas 
les plus simples. 

40. Équilibre (ïunjil élastique. — Dans un milieu so- 
lide homogène d'élasticité constante, tel que nous l'avons 
défini et étudié, imaginons un filet à axe courbe, dont la 
section ct, âj^rmale' à cet axe, soit partout très-petite. 
Supposons qu*ll soit possible que des forces agissant sur les 
sections extrêmes de ce filet et sur les diflérenles parties 
d^9a masse puissent maintenir son équilibre d'élasticité 
saûs 'exiger qu'aucune force élastique agisse sur sa surface 
latérale^ et de telle sorte que les forces élastiques exercées 
sur une même section cr aient la même direction et la 
même intensité sur toute l'étendue de cette section. Cet 
équilibre ne sera pas troublé si l'on vient à enlever le 
reste du. milieu, et il ne restera que le filet ou un fil, tel 
qu'on le considère en Mécanique rationnelle. Prenons pour 
variable indépendante l'arc s de l'axe courbe, compté ^ 
partir d'une des extrémités du fil jusqu'au point M, que 

. j , dx dy dz , . , . ^ 

nous considérons: -;-» ^9 -r seront les cosinus des angles 
' ds ds ds ^ 

que fait, avec les axes rectiligncs des oç^jr, z, la tangente 
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à l'axe courbe en M, ou la normale à la section ci faite au 
même point 5 les composantes.de la force élastique exercée 
sur cette section auront pour valeurs, d'après .les for- 
mules (8) du n° 9, 

' as as as 

Z =zrT,— -f-T,-f -hNa-- 
as as as 

Dans les circonstances supposées, considérons un élé- 
ment vsds, compris entre deux sections normales cr et tj', 
infiniment voisines. Sous l'action des forces élastiques 
— Xu, — Ycy, — ZcF sur T7 , des autres composantes 

(Xcy -^"^^A^ \^^'^~dr^^l' (Zcy H-^-^û?5Jsurcy', 
et des forces extérieures p'S.QVjds, pY^ncis^ pZ^Tsds sur la 
masse pxsds^ cet élément doit être en équilibre; et cet 
équilibre s'exprimera par les équations J 

, , dlLx3 „ r/Ycj ^^ d7.*m „ -a 

(7.) ; hpXonT=:.0, —^ hpYoCT=:0, ;; h ûZoU ~ G, 

^ as as ^ as ^ \ 

où p est la densité du fil en M, si les forces élastiques sont 
nulles sur la surface latérale de ty rf^, qui fait partie de celle 
du fil. Voyons s'il est possible que cetle dernière condition 
soit satisfaite. 

Soient m, ti, p les cosinus des angles que fait, avec les 
axes rectilîgnes, une normale quelconque en un point M' 
du périmètre de tj, laquelle normale peut être considérée 
comme étant perpendiculaire à la tangente à l'axe courbe-, 
on aura d'abord, entre ces cosinus, les deux restions 

, , , dx dy dz »- 
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On admet que les N/, T, conservent les mêmes valeurs sur 
toute l'étendue de la section cr, et conséquemment sur tout 
son périmètre ; la force élastique exercée latéralement en M' 
aura donc ses composantes exprimées par les seconds 
membres des équations (8), n** 9, déjà citées; et, puisque 
cette force élastique doit être nulle, il faudra que Ton ait 

!N. WlH- Tg/ï H- Ta/? = o , 
T3/wH-N2/H-T,/?=:o, 
Tj/W +T,/<-f-N8/?=:o, 

et cela pour toutes les positions de M', c'est-à-dire quels 
que soient les cosinus m^ n^ p vérifiant d'ailleurs les 
équations (3) et (4)* De là résulte la nécessité que chacune 
des trois équations (5) soit identique avec l'équation (4); 
car si le groupe (5) fournissait une équation distincte 
de (4)) cette équation, jointe aux relations (3) et (4), 
suffirait pour déterminer m, n^ py c'est-à-dire qu'en deux 
éléments, au plus, de la surface latérale, la force élastique 
sefait nulle, tandis qu'il en doit être de même pour tous 
les éléments. 

On verra facilement que l'identification des trois équa-^ 
tions (5), avec l'équation unique (4)) exige que l'on ait 

N, N, N, T, T, T, 



idxy /dfyy /^y dy_ dk dz dx dx df^ ' 
\ds J \ds 1 \dsl ds ds ds ds ds ds 

ou bien, T étant une certaine fonction, valeur commune 
des rapports précédents, on doit avoir 

--m- "-^(i)" «-^(S)'- .,.. 



(6) 

et ces valeurs des N,, T, peuvent seules rendre nulles les 



«, r«^^« «, r^d^ dx _ ^dx dr 
ds ds ds ds ds ds 
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forces élastiques sur loute la surface latérale du fil, qjkeUe ■ 
que soit d'ailleurs la fonction T. Si Ton .substitué' ces 
mêmes valeurs (6) dans les équations (1), on trouve, en 

rappelant que y-£j -h (^■£j -H y£j = i, simplement 

(7) x=4, y=t|, z=t|: 

ce qui indique à la fois, et que )a fonction T est la grandeur 
de la force élastique exercée sur la section cr, et que cette 
force doit agir normalement, ou doit être parallèle à la 
tangente à Taxe courbe du fil. Ainsi définie, la fonction ou 
la force élastique T est xe qu'on appelle la tension du fil 
au point M. "^ 

Mais il faut encore que les équations (2) soient satisfaites, 
sinon le ^ ne serait pas en équilibre. Par la substitution 
des valeurs nécessaires (7) ces équations deviennent 

ds ^ ds ^ -j. 

; |-porAo = Oi> 1 h 0117 10 = 0, 

as «* 

eis _ 
2 1- pBjAa=0, 

ou, en développant, 

a — *"« 

dx dzsT . rp <3^^ . V 

^-^-^''^•^■*'^"^^ = ^' 
d± 

-f- . — h oT — ; h pCF lo = O , 

ds ds ds 

dz 

dz dxsT rr. ds ^ „ 

^.-- hoT— 7 l-pcjZo=:o..Aj^ 

. ds ds ds * ^^ 

ri 
2® ÉDIT. « 



*> » 
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î Si l'an ajoute ées trois équations^^lp^spectivement multi- 

^ pixels par dx^ df, dz, en observanlque 



(9)^" ( ^dx ^€fy ^dz 

dx ds dy ds dz du 
ds ds ds ds ds ds ' 

on 9)) tient pour résultat 

(io)/ • rf.oTH- pCT(Xo<ixH- Yoe/j -\'Z^dz) = o. 

Les équationis (8) peuvent servir à résoudre deux pro- 
lîèmes inverses : si la forme du fil est connue, ainsi que 
nous l'avons supposé, ces équatîbns donneront, par l'éli- 
minat&ôii. de T à Taide de l'équation (10), deux^onditions 
^^né devront vérifier les forces extérieures X<,^fl^Z<„.pour 
"* — le filet puisse être en équilibre d'élasticité ; cea côndi* 
étant rempliea, l'intégration de la différentielle (10), 
^Slre des limites données, déterminera la tension T en 
' raaque point du fil. Si, au contraire, on connaît les forces 
exlfrieures X^, Y^, Zo, en fonction de a:, /, z, les équa- 
^fj^ (8) doivent déterminer la forme du fil qu'elles pour- 
raient maiti tenir en équilibre d'élasticité, et ensuite les lois 
qui régissent la tension. Ces deux questions sont traitées 
d'une manière t/'ès-simple et très-élégante dans le Cours de 
Mécanique rationnellç^^^ doivent y rester. 

41, Dilatation du JIL — Mais ce qui appartient à la 
théorie de l'élasticité, ce qu'elle seule peut mesurer, c'est 
la dilatation linéaire qui accompagne la tension, ou que 
celte tension détermine sur chaque élément du fil. Dési- 
gpons par à là dilatation linéaire dont il s'agit, en sorte 
qOë^élëment de l'axe courbe en M, qui était primitive- 
ment ds^ soit- devenu (i -f- J) ^5; on déterminera cette în-V 
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connue de la manière la (dhis simple, en faisant usage du 
théorème de Clapeyron. Appliquée au seul élément fsds du 
fil, Téqualion qR constitue ce théorème se réduit à 



(il) TfS.$.ds: 



(E¥^^^\zjds, 



car le terme en Xo, Y©, Z© qu'il faudrait ajouler au pre- 
mier membre, n^ 33, disparait, comme étant un infiniment 
petit d'ordre supérieur à celui des termes conservés. Or, 
par les valeurs (6), les fonctions FetC (5), n** 32, sont 
ici F =T, G = 05 l'équation (1 1) donne alors, en rédÉ^ 
sant, 
(12) ^ = ET, 

c'est-à-dire que la dilatation cherchée en MeC(^gi|l{^à la 
tension au même point, multipliée par le c(^i|Qjt|^^|i)^d'é- 
» lasticité. ' ^.f£*^ 

On voit, de plus, que le travail de Télément élastique 
uds a pour i^xpression, soit \T$.uds, soit|ET*.o^. 
On remarquera, enfin, que Téquation (12), n^ 22, dont 
les racines sont les trois forces élastiques principales en M, 
se réduit, dans le cas actuel, à A* — T. A' = o-, car F et G 
sont les coefficients du deuxième et du troisième terme, et, 
par les valeurs (6), non-seulement F = ï, G = o, mais le 
dernier terme de la même équation est nul aussi. Donc, en 
chaque point du fil, des trois forces élastiques principales^ 
deux sont nulles, la troisième est la tension T, et se ditige 
suivant la tangente au fil, propriété qui indique clairement 
comment toutes les conditions imposées peuvent constituer 
un cas particulier, réellement compris dans la*«théorie gé- 
nérale de Télasticité. 

42. Corde vibrante. — Un fil homogSe, de sc;^tio{i,.t3r 
cd^tante, est tendin sur Taxe des a:, par* iJl^i^ids S qui a 
augoçkcnti^l^ongueur / 4e -o^ on Técarte un peu &ftkrt)osi- 
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tien en ligne droite qu'il occupe enlre ses extrëmités fixes, 
puis on l'abandonne^ le fil ou la corde entre en vjbration : 
il s'agit de trouver les lois de ce mouvement vibratoire. 
A une époque ï, un point du fil, qui avait primitivement 
pour coordonnées x, y = o, ^ = o, aura pour nouvelles 
coordonnées a: -H i/^ -H U, ^ = o -H i^, z = o 4- w; m^ sim- 
plement fonction de x étant le déplacement dû à la traction 
opérée par le poids P 5 U, i^, iv, fonctions do a: et de ï, 
étant les projections du déplacement dû au mouvement 
vibratoire. Ici la somme m^-hU compose et remplace la 

1 1.1 . 1. / . %/ \ du duo dV 
projection u | la dilatation linéaire ^ (^ 2) ^st — ou — -H -^ > 

etr^p ai 

ET — — — . 
^^^^^ dx dx 

■M, ^I^^^^H'^L 

du * ' 

Or — * est la dilatation produite par le poids P seul, et sans 

mouvement âubséqtient; elle est constante dan s toute l'éten- 
due du fil, et égale à j : on a donc 

a dV d'ï I ^U 




(.4) ET=-H-_, 



dx Edx^ 



A l'époque t considérée, le fil forme une courbe, 
différant très -peu de Taxe des x 5 la différentielle 
ds = ^dx* + dy^ -H dz* de l'arc de cette courbe, puisque j 
et z se réduisent à l' et w, devient ds = ^dx* -H rfp»' -+- dw^ 5 
or les d^f, dw sont négligeables devant les dx^ dans le genre 
d'approximation que nous adoptons, on pourra donc 
prendre 

, {Le 
ds = <MP, — z= r , df z= dç, dz =: dw. 

On admet que le poids P qui tend la corde est assez grand : 



SUR L ELASTICITE. lOf 

pour que ~ soit toujours incomparablement plus grand 

dx ' 

T — 

E / m' E au' 



dV ,, , 
que — » d ou 

(i5) T=-y = -, » = --; 



et 2? pour qu'on puisse négliger le poids des différeules 

parties de la corde. 

D'après ces relations et ces conditions diverses^ les Xo, 

Yo, Zo des équations (8) se réduiront aux forces d'inertie 

d^U d^v d'w . , 

— -— j — -^> •— -^ > et, puisque tj est constant, que ils 

est égal à dx^ ces équations deviennent, dans le cas actuel , 

l P £U _ d^ P d^ _ d^ P d^ __ dh^ 
aZ dx' '^ ^ dt^^ û dx*"^^ dt*' xs dx'^^'dô' 

Appelai^t jp le poids total de la corde, dont la longueur est /, 

la section u, la densité p , d'oùp = gptsl^ elp^yÊÉé^j on 

peut écrire ainsi ces équations : 

'dF'^'^' dx''* dt' ^ p dx^^ df" '^ p .dt'^ 
et si l'on pose, pour simplifier, 

•6) i'i ^ Z *>■ 



!?'='•> '=VV' 



I 



on obtient définitivement,^.!^ -^i 

, , d'H d^V^.t d'P ''a^*' ^^ L.^'^ 

('') 'dF = ''li^' ^ = ^^' dF^^.^'d^' 

équations bien connues du ï[>roblème des cpcâios vibrantes; 
la première renferme là loi des vibrations lon^tudinales* 
l'une des deux autres celle des vibMiiQn9[t]|^mtérsAles. 
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43. Vibrations transversales. — La connaissance de 
ces lois résulte de Tintégration des équations aux difTé- 
rences partielles (17) que Ton donne, avec tous les détails 
nécessaires, dans les Cours de Calcul infinitésimal et d' Al- 
gèbre supérieure. On sait que cette intégration peut se faire 
de deux manières : par des fonctions arbitraires, et par des 
séries trigonométriqucs à coefficients indéterminés. Les 
condition^ données, qui résultent de la fixité des extré- 
mités de'Ia corde et de l'état initial du mouvement, font 
côunattre soit la forme et la nature des fonctions arbi- 
traires, soit, les valeurs nécessaires des coefficients indé- 
terminés. Dans la méthode d'intégration par série trî- 
gonométrique , chaque terme de U, i^ ou w vérifie seul 
Féquation aux différences partielles (17) correspondante, et 
satisfait à la condition de fixité des extrémités; son coef- 
, ficient est déduit, avec tous les autres, de Tétat initial : or, 
rétâj^udd^ pourrait être tel, que ce terme existât seul; il 
reprS^m^'^nc un des mouvements vibratoires possibl^ 
Le mouvement général de la corde résulte de la coexistenœ 
ou de I4 superposition de tous les mouvements simples re- 
préseotét.pàr les différents termes de la série; et Tétat ini- 
tial, qui détermine les coefficients, assigne à ces mouve- 
ments partiels leurs amplitudes relatives. 

Considérons les vibrations transversales. Supposons que 
chaqjm^jjpwpt de la corde ait été écarté et vibre ensuite, 
piirallèlçmSnt à Taxe des z, ou que U = o, 1^ = 0: il ne 
restera des équations (17) que la troisième, 



Chaque tV^qS^de la série w sera de la forme 
(19). .- M» ■ fiv = A«siniir-jC08ffr'j-» 



I 
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A,- étant son coefficient et i un ncf^bré êsCu^ quelconque. 
Ce terme (19) vérifie rëquatioi|^^pux 4|m|s^^^ j^irûèl^ 
les (18), donne w, = o, qudqi^è soît é, pourj?=3 6, Xièà^^ 
coordonnées des cxlrémiiés fixes* Il représente un état Vt^ 
bratoire particulier dont voici la loi : Si ©^ reprësenîé^a 
durée d'une vibration complète*, si 3f^i est le nombré^ll^ii 
vibrations exécutées pendant la seconde i'^, prise pç^r 
unité de temps, ou la hauteur du son correspondant, un 
aura nécessairement 

-/^•=;., x,.=f = i^ = iw^. 

Si Ton prend pour unité ou pour son fondamental celui 
gwr lequel £ = I9 et qui a pour mesure 




[20) 




tous laa âons simples âe la corde vibrante, et qui sont re- 
présentés par les diâerenta termes de la série 

(ai) w = y^ A,' smiTT 7 cosiTT -71 

formeront la suite naturellê^y/a^ 3, 4? ^ v 9 dont la base 
eULÎBBon n (20)^ Si laoorde figure un cylindre de rayon r, 
on âp = pgr.Trr"/, et « v 

."■ C'est S0U8 cette forme qu^on évalue le son fondamental ^^ilne - 
corde dans le Cours de Physique; les lois de ses variatlotts, 
quand la longueur /, le rayon r, la tension P, la densité p 
viennent à changer, s'expriment alors par autant -de pro- 
portions dont Texpérience vérifie Texactitude. On vérifie 
aussi la position des nœuds et des ventres de vibration^ 
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lorsque la corde produit un des sons <D^, ^ si i est plus^t^véS 
que l'unité, et qQ*on imagine la longueur / partagée en i 
parties égales, les points de division seront immobiles 
'comme les extrémités, car iv. (19) est nul, quel que soit t, 
pour les valeurs de x appartenant à ces points qu'on appelle 
noeuds; les milieux des parties aliquotes, où l'amplitude de 
la vibratipn est la plus grande, sont les ventres. 

dw 
44. Sons simultanés. — La série (21) donnant — = o, 

quand £ = o, se rapporte au cas où les points de la corde, 
d'abord écartés, ont été abandonnés sans "vitesse. Les coef- 
ficients A,- se déterminent par la condition que 

(22) 2A/8in'W7 = F(«)> ^ 

■:■. V ■■ 

F (x) exprimant la loi donnée des écarts primitifs, c'est-i- 
dire des valeurs de w lors de l'état initial, ou pour^ =:z o; 
or, comme on le sait, le premier membre de .Féqita- 
tion (22) donnera les mêmes valeurs que F (x), de x = o 
à x= /, si l'on prend 

(23) A,= ^ r F(p)sini7r^rfp. 

Supposons, par exemple, que la corde, pincée en son mi- 
lieu, ait eu pour forme initiale un triangle isocèle de hau- 
teur A, ayant la longueur / pour base \ alors, pour obtenir 
Tint^rale définie (23), il suffit d'intégrer de ^ = o & 

j3 = -^ en prenant F (|3) = — j3, et de doubler le résultat^ 

on trouve ainsi 



el la série (21) devient 



/ . .^ bt . , -îc ^ bt 

o A / **"^"7^osflr— smSTT - cos3ir — - 

\rf. / o/il / l l l 

wfîjfc — \ z ^i 



■*•■» ■ -" 



, f. ^ f. bt 
sinoTT - cosoTT —- 



■). 



c^^^t'^à-dire que, dans le cas actuel, la corde produira à la 
foif^'^ou simultanément, le son n ('20) pris pour unité, et 
les sons 3, 5,...., ou Toctave de la quinte, la double octave 
de la; tierce,...; l'amplitude du premier son étant i, celle 
du second sera-;, celle du troisième 57,... 5 ce qui explique 
pourquoi l'oreille ne distinguera bien nettement que le 
premier son. 

Pour que la corde ne produisît qu'un seul son 2f^i , sans 
ndQaiige d'aucun autre^ il faudrait que la série w (ai) ne 
contint que le seul terme en /, ou que, de tous les coeffî- 
joigiit^ A; existât seul, les autres étant nuls. Or, il suffi- 
raf|^.pour cela, que la forme initiale de la corde fut la 
courbe sinusoïdale dont l'équation est 

(24) z:=hsmin-z=F(x). 

En effet, on sait, et l'on vérifié d'ailleurs facilement, que 
rintégrale 



r 



8 â 

siniTT-y sin/'wj«/p '■' 



eat zéro quand l'entier i^ diflfère de «, et - quand i' = z 5 

donc^ avec la valeur (a4) de F (or), la formule (23) don- 
nera A,v= o. A,- = hi et IV (^ I ) deviendra 

. . . ^ . . bt 
w = A sm î TT - sm / w -- 5 

ce qui justifie les interprétations du n? 43. 
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45. Fibnitious longitudinales. — Quand la corde, à la 
suite d^un frottement parallèle a la longueur, exécute des 
vibrations longitudinales, on a v=o, w=o, et la pre^ 
mière des équations (17) existe seule. L'élude de la série pi,, 
se fait absolument de la même manière que celle de 
série w, avec cette seule différence, qu'au lieu de i il fatj 
dra prendre a (16). Ainsi, les sons résultant des vibtaiîon 
longitudinales formeront une suite naturelle i, 2, 3, 4s 5,.^ 
dont la base, ou le son fondamental, pris pour uuild, au^ 
pour mesure 



«' = -i/££. 



On remarquera que le rapport des sons n' et n e^t ' 



^-V^=vri" 



L'exactitude de ce rapport a été Térifiée par Texperie] 




# 
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Équilibre des sarfaces élastiques. —Cas d'une membrane plane.-^ ]Bgii|itioii . 
qui régit les petits mouvements d'une membrane plane et tendaçu — - ■ 
Int^ation de cette équalion. ^> .- '^> -*" 



46. Équilibre de la surface élastique. — Après l'exemple 
du fil en équilibre ou de la corde vibrante, vient celui de 
la surface ou de la membrane élastique. Ce nouvel exemple 
est à la fois plus simple et plus compliqué : plus simple, 
en ce qu'il correspond à un cas moins exceptionnel, moins 
' ombilical en quelque sorte, de la théoricr générale de Télas- 
ticité^ plus compliqué, en ce qu^ exige Temploî de fonc- 
tions d'un plus gÏAnâ nombre de î|ariables. Sous le premier 
point de vue, on voit que la théorie de l'élasticité s'ap- 
plique généralement aux corps solides dont aucune dimen- 
sion n'est très-petite, exceptionnellement aux membranes 
peu épaisses, plus exceptionnellement encore aux fils très- 
minces : ordre tout à fait inverse de celui qui se déduirait 
logiquement des abstractions de la Géométrie. L'ignorance 
^*de cette anomalie apparente, et qu'il était difficile de pré-^ 
Toir, est venue s'ajouter à l'abus des méthodes et des lois , 
de la Mécanique céleste, pour retarder les vérital»lélBji|im[rès 

Ke la théorie de l'élasticité. ^ ^ , 

Dans un milieu homogène et d'élasticité consta|ite, tel 
ue nous Ta vous défini, imaginons une sorte de feuille/ 
coarbe> comprise entre deu;[^ surfaces ettrèmement voi- 
sines, ou dont l'épaisseur e soit partout très-petite. Suppo- 
sons qu'il soit possible que des forces agissant' sur le contour ' 
de cette fouille et sur les diiTérentes parties de sa masse \\ 
puissent maintenir son équilibre, sans exiger qu'aucune 
force élastique t'es:carce.fiur ses deux facqis^ et dentelle sorte ^\ 



V 
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que les forces élastiques inlërieures aient la même direction 
et la même intensité sur toute Tétenduc de la ligne qui me- 
sure l'épaisseur e ; cet équilibre ne sera pas troublé si l'on 
enlève le reste du milieu, et il ne restera que la feuille ou 
la membrane élastique telle que les géomètres la considè- 
rent. S|i^>posons la membrane telle, et tellement disposée 
par rapport au plan horizontal des ocy^ que toute verticale 
pariillèle aux z rencontre ses deux faces en deux points 
loujoo» très-voisins. Soit 

^^MMition de la surface qui occupe une position moyenne 
'enttàjes deux faces, et soit M un point de cette surface. Le 
plan tangent à la surface, en M, aura pour équation 

(2) dz=zpdx-^qdf^rxiix P = ^9 ^^^' 

si Ton désigne pai^ a , |3 , y les angles que la normale au 
même point fait avec les axes des x^y^ z, on aura, comme 
on sait, 

COSa=r — j»COS7, COSp = — 9 COS7. 

On peut admettre que cette normale à la surface moyenne 
coupe aussi normalement les deux faces de la membrane, 
et que l'épaisseur e se mesure sur elle. 

Par hypothèse, sur toute l'étendue de e, et conséquemment ' / 
aussi à ses extrémités, les N., T,- doivent avoir les mêmes #4 
valeurs qu'au point M \ donc, si les forces élastiques sdnt 
nulles sur les faces, il faudra^ d'après les formules (8), n^9| ■ 
*que l'on ail 
t Ne cos a -+- T3 cos p -+- Ta COS7 = o , 

T, cosa -+- Njcosp -+- Ti ccfc7 = o , 

Ta cos a 4- T, COSP -+- N|C0S7 = o , 
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ou, par les valeurs (3), 

IT, =/>N, +7X3, 
N3 =pT2 + 17T1 =/?'N, -h ipqTt, -h 7^N,, 

équations qui établissent trois relations nécessaires entre 
les six fonctions N„ T,-. Si Ton élimine^ et centre ces trois 
relations, on obtient pour équation finale 

N.N,N3 H- 2T,T,T3=N.T^ -+-N,T,^ -+-N3TJ, 

et le dernier terme de Féquation (12), n^ 22, est nul. Ainsi> 
en tout point de la membrane, une des trois forces élasti - 
ques principales est nulle, et toutes les autres forces élasti- 
ques sont dirigées dans le plan tangent, n^ 24. Cet énoncé 
fait voir comment les conditions imposées constituent un 
cas particulier, réellement compris dans la théorie générale 
de Pélasticité. 

Trois autres équations régissent les N,, T, 5 ce sont celles 
qui établissent l'équilibre d'un élément de voliime. Prenons 
pour cet élément le prisme oblique, découpé î^Uih s la mem- 
brane par les quatre plans verticaux dont les traces for- 
ment le rectangle dxdj'^ ses quatre arêtes verticales ont 

pour grandeur commune ou^s: ses deux faces încli- 

^ ° C0S7 

nées appartiennent aux deux surfaces de la membrane, et 

ne sont soumises à aucune force élastique^ ses quatre 

faces verticales A, A', B, B' sont des parallélogrammes, 

ayant.eA pour base et dy ou dx pour hauteur; l'aire de 

^ celles (A, A') qui sont perpendiculaires aux x esl^hdj\ 

l'aire de celles (B, B') qui sont perpendiculaires fliux y est 

thdx\ le volume du prisme est ehdxdy. Evaluons, pour 

l'égaler à zéro, la somme des composantes, suivant l'axe 

ài^jf^Ae» forces qui sollicitent cet élément : à cette somme, 

la face A fournira le terme — ehî^idy^ AMe terme 
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f gANi-H ' ' tfxj rly, la face B le terme —ehTfdXj 

B' le terme UhT^ H — ^— ^ riy] dx\ les faces inclinées ne 

donneront rien; enfin la masse pe A do: /^ donnera le terme 
pehXQdxdy] et l'on obtiendra, en supprimant le facteur 
commun dxdj^ la première des équations 

(5) r-:77-+-:7^-^p«^'Yo=.o, 



iix df 



-f- pe^Zo= o. 



les deux autres s'obtenant par la sommation des compo- 
santes, suivant l'axe des y^ puis suivant l'axe des z. Si 
Ton substitue les valeurs T,, Ti (4) dans la troisième des 
équations (5), les deux premières la réduisent à 

d^z „, U^z ^, d^z ,„ ., _, 

(6) N._+.T,^^ + N,^ + p(Z.-/,X.-gY.) = o. 

(^) Poisson suit une marche beaucoup plus longue et 
plus compliquée pour parvenir aux équations (5): son 

^élément de volume est un prisme droit, dont les arêtes sont 
perpendiculaires aux faces de la membrane-, il lui faut 
calculer péniblement les aires et les forces élastiques des 

' fâces de cet élément, lesquelles faces sont toutes inclinées 
sur les plans coordonnés; l'équilibre du prisme choisi 
s'exprime alors par trois longues équations que plusieurs 
substitutions finissent par réduire aux équations (5), si 
simplement déduites de l'équilibre du prisme oblique. J'ai 
inutilement cherché un motif qui put justifier le choix du 
prisme droit, et je ne vois là qu'un exemple de plus des 
longueurs .qu'occasionne Toubli du principe suivant : 
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lorsqu'on parvient à un résultat simple par des calculs 
compliqués , il doit exister une manière beaucoup plus 
directe d'arriver au même résultat; toute simplification qui 
s'opère, tout facteur qui disparaît dans le cours du calcul 
primitif, est Tindice certain d^une méthode à chercher, où 
cette simplification serait toute faite, où ce facteur n'appa- 
raîtrait pas. 

La variable z étant partout éliminée, à l'aide des valeurs 
z = f[x^ j^), on doit regarder les N,, T,- comme des 
fonctions des deux seules variables x^ y. Les six équa- 
tions (4) et (5) doivent déterminer ces fonctions 5 deux 
seulement sont aux différences partielles du premier ordre, 
linéaires, mais à coefficients variables en général. Les déri- 
vées de z étant données en x, y^ si l'on parvient à effec- 
tuer r intégration de ces deux équations aux différences 
partielles, et à détermmer les arbitraires par les conditions 
imposées au contour de la membrane, les N,, T, seront 
connues. Puis il faudra recourir aux formules (1), n^ 26, 
pour connaître les fonctions m, j^, w ou les lois de la défor- 
niation. Nous ne considérerons que le cas d'une membrfftie 
plane; alors Téquation (6) se réduit à Zo = jf?X<j -f- ^y^; 
d'où il suit qu'une membrane plane ne saurait ""être ÔP 
équilibre d'élasticité si la force qui sollicite sa masse n'est 
pas parallèle à son plan. 

47. Équilibre dune membrane plane, — Prenons pour 
plan des ay le plan moyen de la membrane dont nous sup- 
poserons l'épaisseur e constante ou uniforme. L'équation (i) 
étant actuellement 5 = o , on a /? = o , ^ = o , A = i ; les 
équations (4) et (6) deviennent T, == o, Tj = o, N, = o, 
Z^ = o, et les deux premières équations (5) se réduisent à 

quand on fait abstraction des X^, Y<j. Recourons aux for- 
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mules (i), 11° 26; de l'équation Na^ =o, on peut tirer Fa 
dérivée j- en — et —? et la substituer dans N,, Nj, ce qui 
donne 






(8) 



«- > 









Ces valeurs transforment ainsi les équations (7), 

d^v d^u d'ç 

4(^+F)^ + {3> + 2K)^+(>+2f.)— =0. 

Afin de traduire les conditions relatives au contour de la 
meçibrane, soient M' un point de ce contour ptis sur le plan 
-OTjSlren, et cf Tangle que la normale en M' au cylindre con- 
toùrîtent fait avec Taxe des a:; on aura 

1 N, COSep-f-TaSinçiriX, 
^ / C TsCGSfp-t-NaSinçrrr Y, 

pour les composantes X, Y, o de la force élastique qui 
s'exerce sur ce cylindre en M', lesquelles doivent être res- 
pectivement égales aux deux composantes de la force appli- 
quée extérieurement au même lieu. Les équations (10), ex- 
primées en ~—^ à l'aide des valeurs (8), devront être 

vérifiées par les fonctions m, u résultant de Tintégratioiud^ 
équations (9), quand on y substituera les coordonnées dç , 
tout point M' du contour. ^' -^:'' 

Supposons que la résultante F de X, Y soit constante, 




ii3 î 



syir. l'élasticïtl:- 
et normale au cyliildre^niournanL On ama X =^ F eosç, JE 



y = Fsin 



9, et les éqjMttJqns (10) deviennem 

j (N, — 'f) cos«p -+- Tj sin^ ç^, 
/ TjCoS(p -4- (Na — F) sin f — o. 

Si Ton prend maintenant, dans toute Tétendue de la mem- 
brane , 

(12) TartnO, N. r=rN, = F, 

les équations (7) et (11) seront satisfaites, et les dernières 
quel que soit f ; c'est-à-dire que la membrane plane sera éga- 
lement tendue dans tous les sens, et partout; de telle sorte 
qu'on pourrait, sans troubler son équilibre d'élasticité, la 
limiter par un cylindre contournant de forme quelconque, 
pourvu qu'on appliquât normalement à ce cylindre, et sur 
louie sa surface latéiale , une traction d'intensité con- 
stante F, Cest ce cas, extrême et simple, dont il nous, imr 
portait de bien établir la possibilité. Les valeurs (la), sall^ 
sliluéf^s dans les équations (8), donnent > /:^ 

, ^^ du do I > -i- 2a ^ du du 

• i3) —=z — :=a, a=z— ^ F, — -h — =0, 

^ ^ dx dy 2fA3A-4-2p dy dx 

d'où l'on conclut par l'intégration : u=ax- 
vzzzay-^-bx; l'origine des coordonnées étant supposée 
fixe, et b étant une constante aj;bîtraire. Mais les termes 
en b indiquent un déplacement j^'fbtation autour de Taxe 
des* z, lequel ne ferait naître^.atfci&tte force élastique-, on 
peut donc supprimer ces termes et prendre 

I ^H- 21* _ 

(.4) « = «x, . = ay, « = _^^_--F, 

pour représenter la loi du déplacement moléculaire dans 
une membrane plane, également tendue dans tous les sens. 
La traction constante F est ici rapportée à l'unité de sur- 
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iacci on ÎJÎenj F^ila t'si lii if«cKà|]^^xercée sur Télé- 
JL . ment er/g de la surface du cylindjçjiw compris entre deux 
■fifriirèles scpciréês par uoe étendue JSwi contour. 
^^ Le coeflldeiU a représente ici la dilatation linéaire; cette 

dilatation esl la mî!^nie dans toutes les directions, et en tous 

les points de la membrane \ elle est proportionnelle à la 

traction F; si F = i, elle devient 

(.5) S'- '-^"'* 



2fx(3^ -4- 2fA) 



Nous avons vu, n® 29, que, dans un solide homogène et d'é^ 
lasticitë constante, sur la surface duquel s'exerce une pres- 
sion égale à l'unité, la contraction lînëairc, partout h 
même, est 

I f 




Enfin, on sait que la dilatation, dans uu fil tendu par utie 
force égale à l'unité, est 

p(3X + 2f.)* 

En jrapprochant ces trois coefficients spécifiques, on a la 
proportion multiple 

S: S': é'' :.: ^qg^ : 2fx -4- a : a^x -f- 2^. 

Suivant Poisson, quî^Kef la relation fausse X = a, on 
aurait . f:^? ., -i-.; 

^'U' 'Ji":: 2:8:4. 

Suivant Wertheim, qui admet la relation douteuse A =î= 2/jt, 
on aujrait 

^:^':5'':: I : 2:3; 

c'est-â^^îre que la dilatation serait en raison inverse du 
nombre des dimensions qui la subUiént. 
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48. Membrane vibrante. — Il est maintenant facile 
de former TéquMÎon aux différences partielles, qui exprime 
la loi des vibrations transversales d'une membrane plane, 
également tendue. On fait abstraction de toute force exté- 
rieure sollicitant la masses la membrane plane est hori- 
zontale; sur son contour, quel qu'il soit, on applique des 
tractions normales au cylindre contournant, et dMntensité 
constante F; puis on ébranle la membrane, de telle sorte 
que chacun de ses points monte ou descende, et vibre 
ensuite sur une verticale, ou parallèlement aux zx il s'agit . 
de trouver la loi de ce mouvement vibratoire. A Tépoque f , 
un point M de la membrane, dont les coordonnées primi- 
tives étaient a:, ^, ^ = o, aura pour nouvelles coordon- 
nées XH-ii, ^-+-t^, J5 = 0-+- w; i/, t^, étant indépendants 
de f et ayant les valeurs (14)9 sont les projections du 
déplacement produit par la traction F seule, sans mouvez 
ment subséquent*, iv, fonction de x, j-, f, est le déplacement 
variable pendant la vibration. On admet que les forces 
élastiques qui, naissant du mouvement, s'expriment par 
les dérivées de iv, disparaissent devant celles, incompara- 
blement plus grandes, dues à la traction F \ on devra donc 
prendre simplement Ni = Nj = F ; en outre , puisque 
tt = aor, \f = ay, on a Tj = o. Ces valeurs étant substi- 
tuées dans Péquation (6), où actuellement z n'existe que 

par IV, et ou p = o, ^ = o, Z^ == — -^? on a de suite 

pour l'équation cherchée. 

49. Méthode dUntégration. — L'intég;ration de cfi||tç 
équation aux diiSérences partielles du seco'&AMà^f K^È&s 
variables fera connaître la loi des petits mouvemeïfts de la 
membrane. Pour cela, la fonction w intégrée doit être telle, 

8. 
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qu elle se réduise à zéro à loule époque, pour les valeurs 
des coordonnées qui appartiennent aux différents points du 
contour fixe et donné ^ il faut, de plus, qu'à Torigine du 

temps, la fonction w et sa dérivée — aient les valeurs qui 

correspondent à Tétat initial , c'est-à-dire à Tinstant où les 
déplacements, cessant d'obéir à l'ébranlement primitif, ne 
sont plus régis que par les forces élastiques. Dans toutes 
les questions de Physique mathématique, c'est le même 
{ii*oblème d'analyse qui se présente, avec quelques diffé- 
rences dans la forme ou dans l'énoncé. Les géomètres mo- 
dernes ont complètement résolu ce problème dans un grand 
nombre de cas, et c'est là une de leurs découvertes les plus 
utik^i. ^^^ saisissons l'occasion qui se présente ici d'in- 
diqtier cette solution sous un point de vue plus général 
que celui du n^ 44. -* 

Supposons que la membrane ait pour contour fixe un rec- 
tangle dont un sommet soit l'origine des coordonnées, les 
deux côtés adjacents étant l sur l'axe desx, /' sur l'axe des^. 
La fonction w^ de a:, j, t, devra : i° vérifier l'équa- 
tion (i6) ^ 2^ s'annuler pour a: = o, j: = /, quels que soient 
Jy t, poury=o, y ==/',. quels que soient x^ti, 3° re- 
produire l'état initial représenté par les deux fonctions 
données 

l'indice zéro indiquant que l'on fait i = o dans la fonc- 
tion w et dans sa dérivée— • Les deux premières condi- 
tions soi\t satisfaites par la série double 

{t^y^ w = J(Hcos7? -f- H' »in7f)sin/7r j sini' ny/^ /- 

•*' 
chaque terme contenant deux nombres entiers quclconqut^s 
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i et i', l(» paramètre 

et' deux coefficients indéterminés H, H'^ la double série 
s'élendant à tous les nombres entiers pour i et pour i'. Eii 
effet, on reconnaît facilement que chaque terme de w (i8) : 
1° vérifie l'équation (i6) quand y a la valeur (19), et 
2? s^annule pour j: = o^ /, pour y == o, /'..La reproduction 
nécessaire de Tétat initial (17) conduit à rendhs séparé- 
ment identiques les deux équations 

l ^Hsin/TT y sin i'tt -p =^/(.r, j) , 
(•20) ^ 

^7 H'sinfTT ■- sin/'TT — 1.— F (j:, j). 

Or, on sait que, dans ces équations, les premiei%'rii6mbrei» 
donneront les mêmes valeurs que les seconds, poUtd^ com- 
pris entre o et /, j^ entre o et /'^ c'est-à-dire pôurïous les 
points de la membrane, si les coefficients H et H' sont lc« 
deux intégrales définies doubles 

H^l f f /(a,p)sin/7r2sin/'7r^^'i/^r/d, 

W=^-^ I f F((ît,p)sin/7r^sin/',r^,./pà*; 

les fonctions données, f et F, étant essentiellement uultes, 
sur le contour de la membrane qui, par sa fixité, n'a pu-?*' 
être ébranlé. Aind^ la foncliou t4< (18), où les coefficients 
H et H' ont les val*ut:S;l{ài), satisfait à toutes l$;s condi* 
lions imposées, et représente la loi du mou|^ment d'une 
methbrane rectangulaire. 

50. application. — Celle solution générale niciile 
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d'être éclairée par un exemple. Prenons 

ce qui suppose que la membrane, déformée par Fébranlë- 
ment, ait été abandonnée sans vitesse lorsqu'elle figurait la 
surface légèrement courbe représentée par l'équation 

z=:Xa5r(/~^)(/'-r), 

f ■ 

où k est lUiè très-petite quantité et qui satisfait à la oon» 
didon de fixité du contour de la membrane. La valeur 

maxima de l'ordonnée z a lieu pour jc = -, y = -^ dé- 
signons cette valeur par A, ligne très-petite, on aura 

i&h 

PuisquBé^^iSr o, on a H'= o. On évalue faeUeitiènt H, 
lorsque/^ia» j3) = Aa (' — «)• jS (/ — 13), si l'on constate 
d'abord la valeur de l'inlégrale définie 

* 1 . a (a — u) îmq'K - dit = -^ (i — cos^fr] , 

où (f est ùà entier, laquelle est zéro si q est pair, et égale 

à -TiimiS ^^^ inipair. C'est ce qui fait disparaître tous les 

teriDiéi^4^^ t^^)' ^^ ' ^^ '' ^^ ^^^^ P^^ ^^"^ '^^ deux des 
entiers ipipàirs 27 + 1, 2/+ i; poiir les termes qui 

«éstebt, on à • ' . 

et la senè W devient 

/V . 8in(3y-<-0^7 sin{2y'+i)7r^ 
W=r(-) 16/i^ — -: 7z • ; — rr r^ COSy/, 
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« >ù le paramètre y est 



La série (i8), qui exprime la loi des petits mouvements 
^3e la membrane rectangulaire, se compose en générai d'une 
infinité de termes; mais chacun de ces termes pourrait 
«exister seul, si Tétat initial s'y prillait : il sudiirait, ponr, 
c^ela, que les foDCtionsy*el F (17) fussent toutes les deux 
^galea au produit des sinus en x et enj^ qui caractérise 
ce terme, multiplié par des facteurs constants, n^ 44. 
dhaque terme de la série w représente donc un des mou- 
vements possibles^ ce mouvement simple est périodique, 
puisque le temps t n*y entre que sous dos signes trigono- 
métriques; c'est un mouvement vibratoire, un son, dont 
nous étudierons la loi dans la Leçon prochaine. En résumé, 
le mouvement le plus général de la membrane est le ré- 
sultat de la coexistence ou de la superposition d'une infi- 
nité de sons ou de mouvements vibratoires simples; et 
Tétat initial, qui détermine les coefficients, ne fait qu'assi- 
gner à tous ces mouvements simples leurs amplitudes re- 
latives; car,. lorsque la même membrane est ébranlée d'une 
autremanière^ les mêmes sons se produisent encore simul- 
^ -tanément, c'est-à-dire que les mêmes mouvements vibra - 
toirep.iîmples se superposent: seulement les rapports de 
leurs amplitudes ne sout plus les mêmes. 

51 • Caractère exceptionnel des fils et des membranes. 
-^ Nous avons dit, n*" 39 et 46, que les fils et les mem- 
branes sont des cas singuliers ou très-exceptionnels de la 
théorie de l'élasticité des solides ; la considération des sur- 
faces isostatiques, dont nous parlerons plus tard, n^ 90, 
le fait voir très-nettement, en donnant immédiatement 
toutes les conditions qui régissent ces exceptions. Mais on . 

4 
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peut s*en assurer, quoique moins complètement, par la 
discussion suivante. Désignons par F, G^ H les trois coeffi- 
cients de rdquation (i a), n° 22, qui donne, en chaque point, 
les trois forces élastiques principales-, supposons que le 
milieu solide, soumis à des efforts extérieurs, soit en équi- 
libre d'élasticité, et qu'une intégration convenable ait dé- 
terminé les fonctions N,, T, ; alors les coefficîenu F, G, H 
seront aussi des fonctions connues de x,y, z. Cela posé, 
l'équation H = o représentera une surface particulière, 
lieu géométrique de tous les points du solide où Tune des 
forces élastiques principales est nulle; cette surface pourra 
figurer une membrane élastique, mais il faudra pour cela 
que les deux forces élastiques principales qui restent en 
chaque point soient dirigées dans le plan tangent, et 
qu'elles soient entre elles dans un certain rapport dépen- 
dant des deux courbures de la surface. Le groupe des deux 
équations H = o, G = o représentera une ligne courbe, 
lieu géométrique des points du solide où deux des forces 
élastiques principales sont nulles; cette courbe pourra figu- 
rer un fil élastique, mais il faudra pour cela que la force 
élastique qui reste soit dirigée suivant la tangente. Enfin, 
le groupe des trois équations H:=o, G=o, F = o donnera 
un ou plusieurs points du solide où toutes les forces élas-^ 
tiques sont nulles. ^ 
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"Vibrations trausversalcs des membranes planes. — Membrane carrée; clas- 
■ sèment des sons; lignes nodales. — Membrane rectangulaire.— Membrane 
ifIuigaU4c|S équilatérale. 



52. Membrane rectangulaire, — L'objet de la Leçon 
actuelle est d'étudier les différents termes de la double 
^^^ série qui exprime la loi générale des petits mouvements 
"" -^ transversaux d'une membrane plane, rectangulaire, carrée 
«u triangulaire*, de classer les états vibratoires simples, ou 
les sons que représentent ces termes \ enfin, de déduire de 
ce classement les systèmes nodaux qui accompagnent les 
sons. Nous nous proposons surtout de faire voir que cer- 
taines propriétés des nombres entiers sont essentielles à 
connaître, pour accomplir ce travail, et lui donner la clarté 
nécessaire. C'est pour avoir méconnu ce lien naturel entre 
Jes vibrations et les nombres, que certains travaux sur ce 
sujet sont obscurs et incomplets. Comme il sera souvent 
question de vibrations dans la suite du Cours, la discussion 
c[ue nous entreprenons y trouvera de fréquentes applica- 
tions; on peut la regarder comme un travail préliminaire 
indispensabre. 

Cbaque terme de la série w (i8), n^ 49, contient le pa- 
ramètre y, qui assigne la durée G de la vibration, et la hau- 
teur 5^ (j, i') du son, lors du mouvement vibratoire simple 
• -.qae ice. terme représente; ou a 



l^^''^')-^-à-i\/^^P 



i 



I 2i LEÇONS 

Si les côtés de la membrane rectangulaire, / et l\ ainsi que 
leurs carrés, /* et /", sont incommensurables, les sons que 
la membrane peut produire forment une infinité de séries 
naturelles, analogues chacune à la série des sons d'une 
corde vibrante. Le son fondamental, ou la base de cfaaqiK» 
série, est une valeur de ^ (/, /') pour laquelle les entiers / 
et i' sont premiers entre eux; tous les sons de cette série 
sont représentés par X (m/, m/'), où m est un nombre eki->v 
tier quelconque; et il y a autant de séries distinctes ou \hr \ 
commensurables entre elles, que de valeurs de X (*, i') 
dans lesquelles i et /' sont premiers entre eux, c^est-B*dir<B 
une infinité. A chaque son X (i, i) fondamental oumàl^ : 
tiple ne correspond qu'un seul terme de w\ le système 
nodal qui l'accompagne, provenant de Tannulation du pron 
duit des deux sinus en x et ^\\y qui caractérise ce terme, 
se compose, sans aucune variation possible, de (i— i) li-. 
gnes parallèles aux a:, et de (i' — i) parallèles aux^, par- 
tageant le rectangle de la membrane en iV concamératibns 
rectangulaires ^ales. Mais si les côtés / et V^ du leurs 
carrés /' et /", sont commensurables, les sons se groupent 
d'une autre manière^ de plus, il existe des sons auxquels 
correspondent plusieurs termes de w, conséqnemment des 
systèmes nodaux très-variés, composés de droites parallèles 
aux côtés, de droites inclinées, ou enfin de Hgbes courbes. 
Pour débrouiller ces lois compliquées et assigner les causes 
de ces variations, il importe de considérer d'abord le cas 
où V = /, c'est-à-dire celui d'une membrane carrée. 

53. Classement des sons de la membrane carrée, — - • 
Les petits mouvements d'une membrane carrée, dont le 
coté est i, sont représentés par la série 

{7.) «•= y H sin/w - sin/'TT T- 



sin/ TT 7- C0S7/ , 
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lorsque Tétai initial a eu lieu sans vitesse, hypothèse de 
simplification qui n'altère pas les conséquencea généndes 
de la discussion suivante. A chaque terme de la série (2) 
correspondent le paramètre 7 et le son X (1, i'), ayant 
ppur valeurs 



m» 



Le son le plus grave pour lequel la membrane puisse vibrer 

correspond à * = z' = i, d où /w = a, «D'r, (i , i) = — ^. 

Tout nombre m somme de deux carrés, non carré, et non 

divisible par un carré, donne un son Ar sfrn qui forme 

la base d'une série de sons commensurables *, nous appel- 
lerons m, ainsi défini, V argument de la série dont la base 

estX= —^5 suivant que m ne sera décomposable que 

d'une seule manière en une somme de deux carrés, ou le 
sera de deux, de trois manières, nous dirons que l'argu- 
ment est simple^ douple^ triple. La suite des arguments est 
2, 5, 10, i3, 17, a6, 29, 34, 37, 4ïj 53, 58, 61, 65,. . . . 

La formule Xy = J — \[m comprend tous les sons de la 

série dont Targnment est m, si l'on donne à J toutes les va- 
leurs entières ; les termes de iv, qui appartiennent à ces 
sons, reproduisent, sans exception, toutes les solutions de 
relation indéterminée 

(4).. n-\ri'* = mS\ 

n existe, en outre, une séiie singulière^ celle des sons 
comprenant toutes les solutions en nombres entiers de 
l'équation indéterminée 

(5) i>-|.|'^=rj«, 
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lesquelles solutions sont données par les formules connues 

(6.) i=p^ — q\ i ' — ipq, S—p'-^ q\ 

OÙ ^-fli q sont des entiers quelconques. Les sons de cette 

c 
série ont pour expression J — \ n:ais la série est incomplète, 

et même la base est virtuelle, car le son — r- ne peut pas être 
produit par la membrane carrée. Cette série à base vir- 
tuelle est 5 — 9 lo — > i3 -— 7«" > ou bien >î)Tl) (3,4)? ^(6,8), 

% (5, 12), ... ^ on peut dire, par extension, que son argu- 
ment est l'unité. 

54. Nombre de 'termes donnant le même son, — Quand 
on veut former réquatiom des lignes nodales qui peuvent 
accompagner un son désigné, à l'unisson duquel la mem- 
brane carrée puisse vibrer, il faut nécessairement con- 
naître le nombre des termes de w (2) qui appartiennent 

l\ ce son. La base — y/â n*a qu'un ternie; toute autre base, 

dont l'argument m est simple et égal à a^ -j- |3", a deux 
termes : l'un où / = af, /' = j3, l'autre où /= j3, /' = a. 
Quand l'argument est double, la base a quatre termes \ "■ 
six termes quand l'argument est triple. Pour indiquer 
qu'au son X (z, i') appartitnnent deux termes, nous l'é- , 

erirons 3f^ ( •/ )* P^*' exemple, l'argument m= 2 donni^ 

la. base à un seul terme X (i, i), l'argument w = 5 la bà^Ël 
a deux termes, dC> (* ), l'argument double m = 65 la base 
À quatre termes Sf(s{*) = 3Ks (J). Tout son multiple 

<DÎ>y = J — ^ possède un nombre de termes égal à celui 

des solutions de ré(|uation (4)9 où J esl donné; si J n'est 
pas décqmposable en deux carrés, X-, a autant de termes 



JL 
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que la base 5 mais si J est de même espèce que les arguments, 
le nombre des termes de X-, est plus gcaiid, et voici comme 
on le trouve ; 

Pour l'argument w == 2 , soit J = a* -h £', on aura un 
couple de solutions de Téquation (4), en prenant pour/ 
et l' les deux nombres 

ce qui donnera deux termes outre celui qui correspond à 
i* == I = J, c'est-à-dire trois en tout. Par exemple /// étant 2, 
pour J = 5 le son 0I]> ( 5, 5) = <0Î> (J) a trois termes. Pour 
un argument simple, m = a^ -h jS*, soit J = a* 4- &*, on 
aura des solutions de l'équation (4), en prenant les valeurs 
absolues de / et i' données par les formules 

où les signes supérieurs et inférieurs se correspondent 5 ce 
qui donnera quatre termes comprenant, ou ne comprenant 

pas, ceux de «^ ( jo ) ' c'est-à-dire quatre ou six termes^ 

par exemple, pour m = 5, si J = 5, le son a quatre ter- 
mes ^ ( \" ) = ^ ( V ) î si J :^ i3, le son a six termes , 
0Ï, (j;) = X (7) == 31. (Î'J . Pour un argument dophle 
w =a* -f-(B* = a" + P'%soitencoreJ = a* -f- A',ônaara 
des solutions de Téquation (4) en prenant pour i.ett'ïes 
valeurs absolues données par les formules (7), et p^. des 
formules semblables où a' et (3' remplaceraient a et |3 -/'ce 
qui donnera huit termes comprenant, ou ne comprenant 

pas, ceux de ^^^ ( to ) ' ^^ ( jo/ ) > c'est-à-dire huit ou douze 

termes; par exemple, pour /n = 65, si J .-= 5, le son a huit 
termes 

5 ^ v^ = r^ (V) = ^'^ (tt) = ^ (II) = ^^ (Ve) ; 



*fe/ 
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si J = 17, le son a douze termes 

= x(7.') = x(',7)=i>t(':'). 

Nous ne pousserons pas plus loin ces règles partielles ni 
ces évaluations numériques; ce qui précède indique suffi- 
samment la marche à suivre pour déterminer les termes qui 

appartiennent à un son désigné 3(^1=^3—- sfm^ parmi tous 

ceux que la membrane carrée puisse admettre; et cela, quel 
que soit le degré de multiplicité de l'argument m^ et lors 
même que J serait décomposable de plusieurs manières en 
deux carrés. 

55. Lignes nodales de la membrane carrée. — Don- 
nons maintenant quelques exemples de la détermination 

des lignes nodales. Le son •f^ [i^ i) = -rsfi n'a qu'iln 

terme; son système nodal, donné par Téquation 

. ^ . X 
siOTT^ sin7r-- = o, 

^. ''* ---^ . ^ ^ 

né4j0j6mprend que les côtés. Le son 5È (2, 2) = 2 — y^a, 

de la base X (1,1), n'a aussi qu'un terme; son 
î nodal, donné par Téquation 

, X . y ■ 

Sin 27r r- Sm 2 TT - = O , 

comprend, outre les côtés, deux parallèles à ces côtés, me- 
nées par le centré de la membrane. Le son X (J) = — s[^ a 
deux termes; son système nodal, représenté par Téquation 

'^ ' X , . X . Y 

r7Sin27r-- Sinir- -h rt'sin7rr-Sin2 7r^=rO, 
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OU parcelle-ci, 

•*" • ^ / ^ , y\ 

SmTT -• SlDTT^ \a COSTT - -h «'cOSTr-- j = o, 

donne, ouire les côtés, la ligne droite ou courbe repré- 
sentée par l'équation 

X Y 

(8 ) a cosir r -+- ^' COSTT r = o , 

les coefficients a et a' ayant des valeurs qui dépendent de 
Tétat initial; si a' =,0, la ligne (8) est une seule droite, 

X = -^parallèle aux x et menée par le centre de la mem- 
brane; si a = o, la droite)^ = - est parallèle aux j ; si 

a' ^=z — a, la ligne (S) est la diagonale j^ = a: qui passe 
par l'origine ; si a' = a, c'est l'autre diagooale j)^ -f- a: = X ; 

enfin, pour toute autre valeur du rapport —9 la ligne (8 ) est 

courbe^ elle passe par le centre ou elle s'infléchit, de 

manière a toujours présenter sa concavité à une même 

. diagonale. " " 

Le son <3C)'(3, 3) =.'6 — >f^^ octave de la quinte du 

son (i, i), n'a qu'un terme; son système nodal comprend, 
outre les côtés, deux 'trisectrices parallèles aux x, deux 
parallèles aux j^, ce qui partage la membrane en neuf carrés 

égaux. Le son ^^î^ (^^) = -- V'io a deux termes; son système 

nodal est représenté par l'équation 

tf sinoTT-smîT ^ -i-£ï'sm7r --smoiT^ = o, 
ou,puisque sin3cj) = siny (4cos*(f — i), par celle-ci, 

sin TT 4- sin tt ~ 1 « ( 4 cos^ir - — i j -h « M 4 cos "^tt- — i 1 I = o , 
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et donne, outre les côtés, le lieu géométrique dont Téqua- 



tion est 



(9)' a Ucos^TT Y— i\ ^ a' i^cm^tt^^ i j — o; 

si a'= o, ce sont deux trisectrîces parallèles aux x\ 
sia= o, deux parallèles aux j^; si a' = —^a^ c'est l'en- 
semble des deux diagonales; si a' z=a^ l'équation (9) 
devient 



ou bien 



X y 

1 COS^7r--f- 2COS'7r-r — l ==0, 



X Y 

I -\- COS27r- -H COS2 7r - r= O, 

A X 



et représente une courbe fermée, laquelle coupe chaque 
diagonale en ses deux points trisecteurs, et en leurs milieux 

les quatre lignes - menées du centre au contour parallèle- 

n^ent aux côtés; c'est une courbe ayant huit sommets , une 
^TAorte de cercle légèrement aplati au voisinage des diago- 

■* vSi^' Le son «DT!) (3) = -— y i3 a deux termes.; son système 

Aodal est 



bie 



ou Dien 



/?sin37r^sin*2 7r- -h a'sin 27r -sin Stt-- = o, 



[■ rt COSTT-r ( 4 COS^TT^ — ij I 
H- ^/'COSTT -- ( 4 cos'tt T ^ M I 



siiiTT r sinTT - 
A X 



et, outre les côtés, comprend le Heu géométrique 

(10) /?ros7r - (4 oos^7r-7 — ï ) -+- «' costt - I 4c<^sV ^ — i | =r= o; 



si a' =: o, ce s(!(cl^^jl|feMX triseeii ices parallèlciâ aux x^ ci jfc 
une bissectrice f^fâllélôaux y; Tinverse alieu pour a ^-=î3\^m 
si a' = a, Téquation (lo) devieiil 




(coSTT Y -J-COSTrY ) (4cosir - cosjr"^ — ij=zo, 
et comprend, outre la diagonale j^ 4- a: = A, la courbe 

4 COSîT T COSTT — = I , 

qui figure deux parties d'une sorte d'hyperbole équilatère, 
dont les asymptotes, partant du centre, seraient parallèles 
auxcôtéS) Fprigîne des coordonnées étant intérieure à l'une 
de ces parties; ^ a' = — a, on obtient la même figure re- 
latiyeijpumi à la diagonale j^ = x* 

I^jBjfmjij^n des systèmes nodaux, appartenant à d'au« 
rres^i^^.âe la membrane carrée^ nous conduirait trop loin» 
D'ai]iiëli|(W^ €ette recherche ne tarderait pas à devenir iq||i'^ 
bordable : s'il s'agissait, par exemple, de démêler touCes 
les variétés des systèmes nodaux qui peuvent accompagner 

le son 17— r V^5, n° 54, et qui sont représentés par nne 

équation de douze termes, contenant conséquemment onze 
coefficients, ce serait entreprendre anlravail au moins com* 
parable à celui de la discussiou^çojBplète des courbes du 
troisième et du quatrième de^iC^ïie très-petit nombre de 
systèmes nodaux de la membrane carrée que nous avons dé- 
crits, comparé au nombre infini de tous ceux dont Tana* 
lyse indique l'existence, laisse un champ vaste, etl'occasion 
d'une sorte de triomphe, aux expérimentateurs qui ont 
pris pour sujet de leurs recherches les figures si variées que 
le sable dessine sur les surfaces vibrantes \ il faut nous ré- 
signer à cette défaite. 

56. Classement des sons de la membrane rectangit* 



i3o '^ rFÇQNS- ^^ 

&i/r&. — fnÊl^^^^ maintenant à^iainiHVf*ane rectangu- 
laire.' 13l^lt(^iméti sont couimensuiwlletft^'et que l'on ait 
/ =i*i03fj^?^^^^l, e et e' étant des entiers, le son correspon- 
dant à l'un de» ttjrmes de w (i8), n° 49, sera 




--mM^'-' 



si l'on prend i=ej\i* = e'j\ lesondevient>0'î^ = --v^y*-|-7", 

ou Fun quelconque des sons appartenant à la membrane 
carrée de côté X. Ainsi, parmi les sons de la membrane rec- 
tangulaire, se trouveront tous ceux pour lesquels cette 
membrane se divisera en ee^ concamérationscarrées et éga- 
les entre elles; et toutes ces concamérations po^mip t. vi- 
brer à Tunisson de la membrane carrée de pôle i, ^âle-cî 
leur commyniquera tout son cortège de séries de sons, de 
multiplicité de termes et de lignes nodales courbes. Mais 
tout n'est pas fini avec la théorie des nombres; car, comme 
on va le voir, la membrane carrée n'est qu'un cas particu- 
lier, entre une infinité d'autres pour lesquels il faut aussi 
recourir à cette théorie. 

Lorsque les carrés des côtés, /* et /", sont commensura- 
bles, le classe ment, des sons de la membrane rectangulaire 
ne se fait pas non.p]u& dp^ la même manière que lors de 
rincommensurabititécotiipline^tudiée au n^ 52 ; et il existe 
aussi des sons auxqœh appartiennent plusieurs termes 
de w; mais, pour traiter ces cas nouveaux, il faut avoir re- 
cours à d'autres propriétés des nombres. Si l'on a /'* = - ? 

A 

A étant un nombre entier non carré, un son quelconque de 

la tnembrane sera <D^ = — y £* -f- A /' * : alors il y aura au- 

tant de séries de sons, ou amant de bases de séries, qu'il 
existe d'arguments m de la forme i* -h Ai'*, non carrés et 
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non divisibles par un carré; plus, une série singulière, ou 
à base virtuelle, comprenant toutes les solutions entières de 
Téquation ** -H Ai'* = J*; et pour déterminer le nombre 

des termes appartenant à un son désigné <D^ r= J— Jm, il 

faudra résoudre en nombres entiers Téquation 

lorsque J sera de même espèce que les arguments. Si Ion a 

/•=—»/'*= — > A et B étant des entiers non carrés, 
A B 

la valeur générale de Sfl> sera— y^Ai* H- Bi'*, et ce seront 

les propriétés des nombres de la forme Ai*-f-Bi'* qui 
régleront les bases des séries, et la multiplicité des termes 
appartenant à chaque son. Ainsi, bon gré, mal gré, il fau- 
drait passer en revue les propriétés de toutes les formes qua- 
dratiques des nombres entiers, si l'on voulait traiter com- 
plètement le cas de la membrane rectangulaire. Aussi 
laisserons-nous cette tâche à d'autres, plus patients et plus 
habiles. 

57. Membrane triangulaire èquilaténile, — La mem- 
brane dont le contour est un triangle équi latéral mérite 
d^ètre étudiée; sa comparaison avec la membrane carréo 
conduit à des rapprochements remarquables, que l'expé- 
rience pourrait vérifier. On traite ce nouveau cas à Taido 
d'un genre de coordonnées que j*ai introduit, pour exprimer 
l'équilibre et le mouvement de la chaleur dans le prisme 
triangulaire régulier. Soient O le centre et / le rayon du 
cercle inscrit au triangle équilatéral ; par un point inté- 
rieur menons trois droites parallèles aux côtés, abaissons 
sur ces droites, et du point O, trois perpendiculaires; ci*s ; 
perpendiculaires, désignées par P, P', P'^, forment trois 

9- 
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coordonnées, positives vers les côlés, négatives vers le» 
sommets, et dont la somme est toujours^mlle^ ainsi Ton a 

P-+-P'^-P''=o, 

• 

et les côtés sont représentés par les équations P = /, P' = /, 
F = /. La fonction W de P, P', P'\ f, qui donne le dépla- 
cement normal et variable d'un point quelconque de la 
membrane, doit : i® vérifier Téquation (t6), n° 48, trans- 
formée convenablement; tP s^évanouir séparément pour 
P. z=il^V :=l^ P'' = /, quel que soit f, puisque le contour 
est fixe; 3** enfin reproduire l'état initial pour f = o. Nous 
supposons cet état initial sans vitesse et symétrique par 
rapport à l'axe de la coordonnée P. 

Ces oonditicHis sont satisfaites par une fonction de la 
forme 

y étant la somme suivante : 



(12) 



' V r=sin^(^P-h^P'-*-vP'''-+-3U) 
-hsin^(pP-+-vP'+>P"-f-3fA/) 
-f-sin-^ (vP-hXP' -haP''-+-3v/) 

-+-sin^(vP-+-aP'-h>P''+ 3v/) 
9^ 

-f-sin-^ (ptP-+-XP' -+-vP''-h3/x/) 

+ sin ^ (;P -+- vP' -h f.P'' + 3X/), 

oùX^fK, V sont des entiers, positifs ou négatifs, tels que 
{i3) >-h^-*-vr=o, 
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et desquels deux, fi et v, sont arbitraires; le carré du para- 
mètre y a pour expression 

i-^*=:c' I iî y [(>2 -h u^ -I- v') — (p -f- vX -h >fx)l 

la seconde forme résultant de l'élimination de X, faite k 
l'aide de la relation (i3), La somme V (12) peut^re con- 
sidérée comme une fonction de x et /; car chaque P^'^ e«U 
égal à un binôme de la forme m^'^ x -f- /i^*^/» où m^*^ et n^*^ 
sont le cosinus et le sinus de l'angle que l'axe des P^*^ fait 
avec l'axe des x» On reconnaît que cette fonction V vérifie 
l'équation 

quand on a égard aux relations très-simples qufi'lÔb^'^iiibsî- 
tions relatives des axes des P^'^ établissent entré les' ni^'^ /if'^5 
d'où résulte évidemment que chaque terme de J?V (11) vé- 
rifie l'équation 






On reconnaît aussi que V (la) s'annule séparMbji^ 
V ^= l^V = l^V" =z L NoÏJs nous dispenserons de jiÂ(|o--^ 
duire ici toutes ces vérifications, et de donner Ja yAêijif^QjjL, 
coefficient fi, que détermine Fétat iditial;' cei quéstitii^ . 
d'analyse sont développées dans le travail indiqué phi$ , 
haut. *[* *0. 

La loi des petits mouvemei^ts de la membrane iriangUi- 
laire est donc donnée par la double série W (i i). Chaque 
terme pourrait exister seul, si l'état initial s'y prétait; il 
représente un des mouvements possibles ou l'un des états 
vibratoires de la membrane ; le paramétre y détermine la 
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durée 6 de la vibration et la hauteur 3>^(jx, v) du son qui 
en résulte^ on a 

2.cir lu? -♦- U.V -f- v' _ 

^ttV — 3 — ' 1^ = ---^ 

(i5) 



-cri \ — ^ t / fx^-hp-hv\ 



le triangle ayant pcSur hauteur h=zZl^ et pour côté 
a =z nl^^ on peut écrire 



V 



Telle est Texpression générale de tous les sons, à Tunisson 
desquels la membrane triangulaire équilatérale peut vibrer. 
Ces sons 8Ç distribuent en autant de séries qu'il existe d'ar- 
vj^Boiçats m de la forme fz' + /xv + v', non caij^, et non 
Oivi^iblorpur un carré. Il y a de plus une série ayant pour 

baw Rituelle ( ô- ) ^ et qui comprend toutes les solutions 

en nombres entiers de Téquation 



2C 



le MOU X == 7 — > qui correaapnd à fx = 5, v = 3, appar- 

tient>à cette série. Â un même son peuvent appartenir plu- 
'hffun termes de W; <^t ce qui arrive, par exemple, pour la 

bosede la série dont l'argument est 91 , car onsLSf(o = —^giy 
en prenant, soit yL = 6^ v = 5, soit |x = 9, v = i . En gé- 
néral, pour trouver tons les termes du son 3f^z=zJ -—- ^nT, 
il faut avoir recom^ aujc solutions entières de l'équation 

fi* -+- fiv -f- v' =z mJ^y 



t 



•;V ■ '■•... 
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I()r8({ue J est de l'espèce des arguments^OU Je lu loniie 
<** -h 3/^*, car on a identiquement 

4^^i -h pv -t- v') = ({t — v)» -+- 3(pi 4- v)». 

Le son le plus grave de la membrane triaDgu1afiii?;Àè 
^K^ = - ; c'est aussi le son le pins grave d'une membrane 
carrée dont la diagonale serait h^ u° 53. Quand p, v sont 
tels que^î ^ — ^ est la somme de deux carrés «•-|-|3*, 

le son devient X = tV'<**"*"P% ^^ appartient aussi à la mem- 
brane carrée dont le côté serait -; c'est le carré inscriptible 
dans le triangle : cette circonstance a lieu , par exemple, 
pour fjt r= 5, V = a, d'où SIZ,.z= t v/* 3? pour |ut = i o, v = 7, 

d'où 5fC) == j \yï. Lorsque v =fx, X = — 21^^ ou que les 
deux nombres fA, v sont égaux, le son appartient à la série 
^ont j est la base ^ on parvient alors à mettre la somme 
V (12) sous la forme 

V = 8 sin/AïT ^ sinftïr ~ sin piTT j~^ 

OU p^*^ = l — P^*\ en sorte que p, /;', p" sont les dislances 
d'un point de la membrane aux trois côtés du contour; le 
système nodal, provenant de l'annulation de cette valeur 
deV, se compose de droites parallèles aux côtés, lesquelles 
partagent la membrane en fx* concamérations triangulaires 
égales. Pour les sons des autres séries, où /ix, v sont inégaux, 
le système nodal peut être beaucoup plus compliqué et 
souvent courbe. 
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* L'objet de cette Lecou paraîtra sans doute fort peu im- 
portant aux ingénieurs qui s'intéressent spécialement à 
Téquilibre d'élasticité. Mais, outre qu'il est souvent néces- 
saire d'étudier VefFet des vibrations sur certaines construc- 
tions, le temps n'est-il pas venu de se demander si l'état 
moléculaire des corps dont le repos nous parait le mieux 
établi est bien réellement un état statique-, s'il n'est pas, 
au contraire, le résultat de vibrations très-rapides, et qui 
ne s'arrêtent jamais? Tout porte à penser, en effet, que le 
repos relatif des molécules d'un corps n'est qu'un cas très- 
exceptionnel, une pure abstraction, une cbimère peut-être. 
Cette idée pourra paraître singulière; mais, patience, avant 
peu le nouveau mode d'enseignement delà Mécanique aura 
porté ses fruits; on voudra loul, expliquer par le mouve- 
ment, par le trai^ail, et cette même idée deviendra banale. 
Sous ce point de vue, tout ce qui concerne les états vibifei- 
toires mérite d'être étudié avec .soin, afin de préparer les 
voies à ces futures explications. Or, comme nous le verrons, 
les vibrations des solides dont aucune dimension n'est ti)ès- 
pelite conduisent aux mêmes problèmes d'analyse, aux 
mêmes discussions que la corde vibrante et la memnranP 
élastique; il y avait donc un intérêt réel à traiter, le plus 
complètement possible, ces deux premiers exemples. Ces 
considérations nous semblent mettre hors de doute l'utilité 
de l'étude des vibrations; et, répétons-le, cette étude, re- 
connue nécessaire, serait superficielle et incomplète, si J^pn 
n'avait pas recours aux propriétés des formes quadratiques 
des nombres entiers, à cette théorie des nombres^ si sou— 
vent anathématisée par les détracteurs de la science pure^ 
par les praticiens exclusifs. 



$ 
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^ ONZIÈME LEÇON. 

TheBMB de propagation des actions élastiques. — Vitesses des ondes planes. 
— Équations qui ré{;isscnt les petits mouvements intérieurs des solides 
homoijènes d^élasticité constante. — Classement des états vibratoires. 



S8« Fitesses de propagation des actions élastiques, — 
Ayant d^appliquer la théorie de Télasticité à des solides de 
forme déterminée, il convient d'étudier une dernière pro- 
priété générale : celle qui concerne la vitesse de propaga- 
tiun des actions élastiques, ou les retards relatifs des dépla- 
cements moléculaires que font naître ces actions. Les 
différences de phases qui ont eu lieu, au même instant, 
'; entre les états vibratoires de deux points éloignés, condui- 
sent à la détermination de cette vitesse. Elles font voir que 
la vitesse dont il s'agit a deux valeurs différentes, suivant 
que je déplacement communiqué est parallèle ou perpen- 
diculaire à la direction de sa propagation. De là résulte une 
classification naturelle des états vibratoires, qui jette un 
jour nouveaiji sur la formation du son dans les corps so- 
Tiores. Ayant ainsi besoin de recourir aux vibrations pour 
.arriver à la connaissance d'un élément aussi important que 
la vitesse de propagation, il fallait d'abord étudier les vi* 
brat^îins en elles-mêmes, et l'exemple des membranes élas- 
tiques facilitait cette étude. C'est ce qui justifie Tordre et 
les développements des Leçons précédentes, et ce qui nous 
permettra d*ètre plus rapide dans la Leçon actuelle. 

Considérons un milieu solide, homogène, d'élasticité 
constante, et indéfini dans tous les sens. Une cause quel- 
conque déplace brusquement une ou plusieurs de ses mo- 
lécules, situées dans un très- petit espace, que nous appel- 
lerons centre d'ébranlement. Les forces élastiques qui 
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* L'objet de cette Leçon paraîtra sans doute fort peu im- 
portant aux ingénieurs qui s'intéressent spécialement à 
réquilibre d'élasticité. Mais, outre qu'il est souvent néces- 
saire d'étudier l'effet des vibrations sur certaines construc- 
tions, le temps n'est-il pas vexiu de se demander si l'état 
ntfAéculaire des corps dont le repos nous paraît le mieux 
étajdi est bien réellement un état statique; s'il n'est pas, 
au contraire, le résultat de vibrations très-rapides, et qui 
ne s'arrêtent jamais? Tout porte à penser, en effet, que le 
r^^s relatif des molécules d'un corps n'est qu'un cas très- 
exceptionnel, une pure abstraction, une chimère peut-être. 
Cette idée pourra paraître singulière; mais, patience, avant 
peu le nouveau mode d'enseignement de la Mécanique aura 
porté ses fruits; on voudra tout; expliquer par le mouve- 
ment, par le traitait, et cette même idée deviendra banale. 
Sous ce point de vue, tout ce qui concerne les états viblfe- 
toires mérite d'être étudié avec. soin, afin de préparer les 
voies à ces futures explications. Or, comme nous le verrons, 
les vibrations des solides dont aucune dimension n'est ivj^ 
petite conduisent aux mêmes problèmes d'analyse, aux 
mêmes discussions que la corde vibrante et la menibraiiP 
élastique; il y avait donc un intérêt réel à traiter, le plus 
complètement possible, ces deux premiers exemples. Ces 
considérations nous semblent mettre bors de doute l'utilité . . 
de l'étude des vibrations; et, répétons-le, cette étude, re- ,^ 
connue nécessaire, serait superficielle et incomplète, si j^n 
n'avait pas recours aux propriétés des formes quadratiques 
des nombres entiers, à cette théorie des nombres^ si sou- 
vent anathématisée par les détracteurs de la science pure^ 
par les praticiens exclusifs. 
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^ ONZIÈME LEÇON. 

Viteues de propagation des actions élastiques. — Vitesses des ondes planes. 
— Équations qui ré{;issent les petits mouvements intérieurs des solides 
homogènes d'élasticité constante. — Classement des états vibratoires. 



88. Vitesses de propagation des actions élastiques, — 
Avant d'appliquer la théorie de rélasticîté à des solides de 
forme déterminée, il convient d'étudier une dernière pro- 
priété générale : celle qui concerne la vitesse de propaga- 
tion des actions élastiques, ou les retards relatifs des dépla- 
cements moléculaires que font naître ces actions. Les 
difTérences de phases qui ont eu lieu, au même instant, 
«ntreles états vibratoires de deux points éloignés, condui- 
sent à la détermination de cette vitesse. Elles font voir que 
la vitesse dont il s^agit a deux valeurs différentes, suivant 
que J<& déplacement communiqué est parallèle ou perpen- 
diculaire a la direction de sa propagation. De là résulte une 
classification naturelle des états vibratoires, qui jette un 
jour nouveaii sur la formation du son dans les corps so- 
nores. Ayant ainsi besoin de recourir aux vibrations pour 
arriver à la connaissance d'un élément aussi important que 
la vitesse de propagation, il fallait d'abord étudier les vi- 
brations en elles-mêmes, et Fexemple des membranes élas- 
tiques facilitait cette étude. C'est ce qui justifie l'ordre et 
les développements des Leçons précédentes, et ce qui nous 
permettra d*être plus rapide dans la Leçon actuelle. 

Considérons un milieu solide, homogène, d'élasticité 
constante, et indéfini dans tous les sens. Une cause quel- 
conque déplace brusquement une ou plusieurs de ses mo- 
lécules, situées dans un très-petit espace, que nous appel- 
lerons centre d'ébranlement. Les forces élastiques qui 
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ivsullciil (le: ce (léplaconiont partiel et instantané dtilermi- 
ncnt le déplacement des molécules voisines, d'où naisi^pntde 
nouvelles forces élastic|ues qui déplacent les molécules plus 
éloignées; et Tébranlemcnt se coBlfmuiiique ainsi, de proche 
en proche, à tout le. milieu, avec une certaine vitesse de 
propagation V qu'il s'agit de déterminer. L'homogénéité 
et la constance d'élasticité du milieu indiquent que cette 
vitesse est ii,niforme, et la même dans toutes les directions ; 
c'est-à-dire que les molécules, situées sur la surface d'uiie/ 
sphère de rayon R, dont le centre est celui de l'ébranlé- 

H 

ment, seront toutes déplacées au même instant, — uniter • 

de temps après l'origine du phénomène; le déplacemeilt 

emploiera un temps — — — à se communiquer de la surface 

sphérique de rayon R à celle de rayon R' > R. Si R est 
extrêmement grand, ou si Ton ne considère qu'une très- 
petite étendue des deux surfaces sphériques, on pourra leur 
substituer des plans ou bien leurs plans tangents, l^uels 
seront parallèles entre eux, comme étant tous deux perpen- 
diculaires à la direction suivant laquelle se propage le dé"- 
placement. Ou exprime cette transformation en disant que 
Ton substitue, aux deux ondes sphériques, les ondes planes 
avec lesquelles elles se confondent, à une très-grande dis- 
tance du centre d'ébranlement. .^ 

59. Vitesses.de propagation des ondes planes. — Pla- 
çons l'origine. G des coordonnées sur la première onde 
plane; soient m, /i, p les cosinus des angles que la normale 
à celle onde, ou la direction de la propagation, fait avec les 
axes des x, y, z ; P étant la distance R' — tt des deux ontles 
planes, l'équation de la seconde sera P = mx -hnj -{- px^ 
d'où Ton conclut qu'une molécule M, ayant x, j^, z pour 
coordonnées, et située sur la deuxième onde plane, ne^se 
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déplacera que ^ — unîtes de teiiij)s après le ucpla- 

cement de la molécule située à rorigiiic O. Supposons 
maintenant que le déplacement instantané, au centre C 
d'ébranlement, soit immédiatement suivi d'autres déplace- 
ments dus à la même cause, et qui se succèdent de manière 
à composer une suite indéfinie de vibrations isochrones, 
ayant © pour durée commune; tous les déplacements élé- 
mentaires se propageront dans le milieu, à la suite les uns 
des autres, avec la même vitesse V ; en sorte que la molé- 
cule O, puis la molécule M, se nieltruni à vibrer ou h exé- 
cuter des vibrations de même durée G que les molécules 
en C^ seulement Tétat vibratoire en M sera en retard sur 

celui en U de ^— nmUBS de temps 5 donc, si le 

déplacement variable de O est nt^irimé par 

Uo =l?pCOS2 7r ( g 1 î 

le déplacement de M le sera par 



/ mx H- ny -h pz\ 



(i) U = ccos?,ir ' 



Mais, à cause de la grande distance au centre d'ébranle- 
ment, comparée à P, ou parce que nous ne considérons que 
des étendues très-petites des ondes sphériques, les deux 
amplitudes c% et c peuvent être legardées comme étant 
égales entre elles, et aussi les deux déplacements variables 
.peuvent être considérés comme ayant lieu sur deux droites 
parallèles ou dans une même direction. 

Cette direction des vibrations propagées par Tonde plane 
n'a, jusqn'ici, aucune liaison nécessaire avec celle de la 
vitesse de propagation*, maïs, soient ^, n, ^ les cosinus des 
angles que celte direction commune des vibrations enO et 
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en M fait avec les axes, les projections du déplacement 
variable de M sont 

et il faut que ces valeurs particulières vérifient les équa- 
tions aux différences partielles, qui régissent tous les petits 
mouvements intérieurs du milieu considéré 5 or cette véri- 
fication essentielle établit une dépendance entre les deux 
directions dont il s'agit. Lorsque l'on fait abstraction des 
forces extérieures X^, Yq, Z©, les équations qui doivent 
être vérifiées sont 

(3) {(>-^f*)^f^^'^=pS' 



ou 



' dz ■ ' ^'^lïF' 



,di d^w 



du dv div rf^ dK dK 

= 1 1 j A' = 1 1 ? 

dx dy dz dx^ dj"^ dz^ 

n^ 26 ; si Ton pose, pour simplifier, 

/ /wx -h /ij -f- pz^. 
(4) iwÇ-*-/2iî +/?Çi=:^, csin27rl sr- / 



les valeurs (2) et (i) donnent 

■^* ^ An* d*u Itt» 

et la substitution de ces valeurs, dans la première des 
équations (S), donne, en supprimant le facteur commun 
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- ^ U et multipliant par V, la première des relations 

les deux autres résultent de la substitution des valeurs (2), 
faite de la même manière dans la seconde, puis dans la 
troisième des équations (3). 

Si l'on ajoute les trois relations (6), respectivement mul- 
tipliées par m, w, p, d'après la valeur (4) de ^, et parce 
que m* 4- «* -+- p* = 1 5 on trouve 

(7) (>-h2a — pV>)y=:o; , 

cette relation déduite doit être vérifiée, il faut donc que 
l'on ait, ou X -h 2 f* — p V* = o, ou 9 = o. Dans le premier 
cas. 



\A 



2p 



et, puisque fi — joV* = — (X-|-fx), les relations (6) de- 
viennent 

si on les ajoute, après les avoir respectivement multipliées 
par 5, yj, ^, d'après la valeur (4) de 9, et parce que 

I* 4- Yi* -f- Ç* = 1 , on trouve 

or g est le cosinus de l'angle que font entre elles la direc- 
tion de la vibration et celle de la propagation j cet angle 
est donc nul. C'est-à-dire que toute vibration normale à 
l'onde plane se propage avec la vitesse 



(8) n = y/^ 



«f. 
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Dans le second cas, puisqne q = o, la dilatation (5) est 
aussi nulle, la vibration s'opère sur le plan même de Tonde, 
et les relations (6) se réduisent à 



sf^- 



c'est-à-dire que toute vibration parallèle à Tonde plane a 
lieu sans que la densité du milieu soit altérée, et se propage 
avec la vitesse 

(9) "="V/p" '^^^' ■,"■■ ' '' 

En résumé, quand une onde plane se propage dans un 
milieu solide, homogène et d'élasticité constante, si la vi- 
bration qu elle apporte lui est perpendiculaire, sa vitesse 
de propagation est fî (8 ) ; cette vitesse est moindre, et égale 
à Cl) (9), si Tonde apporte des vibrations parallèles à son 
plan. De là résulte que tout déplacement, au centre même 
de Tébranlement , se décompose, pour chaque direction, 
pour celle de R par exemple, en un déplacement parallèle 
à R, et en un déplacement perpendiculaire, lesquels se 
séparent immédiatement, puisque le premier se propage 
plus vite que le second. Autrement, la molécule O, séparée 
du centre d'ébranlement par la distance R, sera atteinte 

par le déplacement parallèle à R, au bout de — unités de 

temps^ à partir de Tinstant où C est ébranlé, et ce ne sera 

que plus tard, au bout de — unités de temps, que la même 

molécule obéira au déplacement perpendiculaire à R. 

Il importe de remarquer que les deux vitesses de propa- 
gation, îi et 0), restent les mêmes, quelles que soient les 
durées et les amplitudes des vibrations propagées; et de 
se rappeler que les vibrations qui se propagent avec la vi- 
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tesse A sont seules accompagnées d'une dilalalion va^- 
riable d; tandis que les autres, celles dont^^^^esse de 
propagation est co, ont lieu sans queJaffhtosité du milieu 
éprouve aucun changement. Le 'rapport des deux vitesses 

est — = i/ f] suivant Poisson, qui admettait Tégalité 

de 1 et /x, on avait — = ^3 ; suivant Wertheîm, qui admet 

que X est doubhe de /x, on aurait -- = 25 mais il y a lieu de 

penser, n^ 29, que ce rapport est réellement incommensu- 
rable. 

60. Équations des petits moin^emmts. — Par Tintro- 
duction des deux vitesses de propagation, les équations aux 
difTérenoes partielles qui régissent les petits mouvements 
intérieurs d'un corps solide kpmogène et d'élasiiciié con- 
stante sont : /V 

[ / du dv \ j ( ^^ ^" \ T 

' \d^~drr) \d^~~di) I 
dx dz y 

[fdv dw\ ,/^'* ^''\n 
Xdz'^'d^) \dx'"dxl I 
Jz The J' 
[ / dw du\ j 1^^ ^^^' \ T 
Tr TiP J' 

on les déduit des équations (6), n° 26, en faisant abstrac- 
tion des Xo, Yo,Zo, divisant par p, et remplaçant les 
coefficients par les valeurs (8) et (9). Les fonctions m, t', w, 
intégrales de ces équations linéaires, se composeront d'une 
infinité dégroupes de termes, vérifiant chacun ces mêmes 
équations, et satisfaisant aux conditions de la surface, 
pour le corps que Ton considérera 5 puis, les cooflîcienls de 
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tous les groupes seront détermiDës par l'état initial. Chaque 
groupe 'd#^uiies, qui pourrait exister seul, représentera 
un des états viDralèires possibles, et le mouvement général 
sera la superposition d^ tous, ces étals auxquels les coeffi- 
cients trouvés assigneront leurs amplitudes relatives. Or, 
parmi les états vibratoires, élémentaires ou siniples, les 
uns auront une périodicité qui dépendra de il, les autres 
de (ù 5 les premiers seront accompagnés d'une dilatation 
variable et périodique; les seconds auront lieu sans chan- 
gement de densité. Il est possible, d'après cela, de trouver 
les propriétés différentielles des groupes de termes qui 
composent séparément ces deux classes. 

V 

61 . Vibrations ai^ec dilatations et contractions. — Les . 
valeurs particulières de m, i^^ w, appartenant à l'un des 
mouvements vibratoires dont la périodicité dépend de A, 
devront annuler les parenthèses multipliées par co', dans 
les seconds membres des équations (lo)^ elles seront donc 
teUesque 

dv dw d^ dw du d-^ du ^ _i_ d'^ 

. dz dy dx dx dy dy dy dx dz 

^ étant une certaine fonction, nécessairement de même 
périodicité que m, v^ w. Les équations (lo) se réduiront 
alors à 

, , d'^u dB rf'p dB d^w dB 

de Ja seconde différentiée en z, retranchant la troisième 

différentiée en j^ il vient -71 ( ^ ^' ) ^^ ^' ^^ ^* P'^' 

mièfe des relations 

,,^ ^.£i rf,£i 

/ ov dx dy dz 

('^) -*^=''' -^=°' lÂ^^"' 



chacune des diHi\ aulres sedéduisant des equaLîons (12] par - 
une combinaison semblaUe* Mais, puisque la fonction ^ » 
est essentiel] emeni périodique, les relations (i3) démon- 
trent qu'elle doit être nulle. On aura donc uécessai rement 

dç dw flw du du dtt 
dz dy dx dz dy^^ dx 

OU bien, ce qui est la même chose, 

, ,, dY dF dF 

(^4) '' = d^' ^^^' "=^' 

d'où 

9== A'F, 

F étant unQ fonction périodique comme u, u^ ti/, et qui 
devra véri^ri^fc{uation aux différences partielles 




à laquelle se réduisent alors les trois équations (12). 

62. Vibrations sans changement de densité. — Les 
valeurs particulières de li, t^, w appartenant ^ Tun des mou- 
vements vibratoires dont la périodicité dépend de o), de- 
vront être tels que = o, ou ^. 

, ^ . du dif dw 

{'^) ^-^^ + Â = °' 

elles seront donc de la forme .,V^>)» J^i^ 

, , dri dX, ^Ç 'WfvJ' dl dn 

^ " dz dy dx A v. dy dx 

^9 y}, ^. étant de nouvelles fonctions, périodiques comme 
w, i^, w. Ces valeurs donnent 

dv dw dxs dw du drs 

7z'^dy~"dZ'^ ^' dx'"di^d^~' ^* 

du d» dis 

dy dx dz ' 





ou bi^n 
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où Von a. . "..^ 

dx 3j dz ' 

par la suhiltitution dans la. première (lo), cette équation 
deyient 

dt^\di d^) ""^ \ dz d^ )' 

dz dy 

les deux autres (lo) se transforment de la même manière » « 
et les trois équations transformées conduisent à 

, dt^ dx dO 

9 étant une nouvelle fonction que Ton peut supprimer ; car 
les valeurs (17), où Ç, y?, Ç vérifient les équations (18), 
donnent 

d'^u d^v d^w 

^ ^' dr ' dt^ dt^ 

quelle que soit cette: fciippj^^pn f . Ainsi, les groupes de termes 
correspondant aux états vibratoires qui ont lieu sans chan- 
gement de densitéj auront les valeurs (17), où |, yj, (^ sont 
des fonctions qui vérifient Téquation aux différences par- 
tielles 

J2 Vf 

63. Classement des états vibratoires. — On sait que la 
formation du son dans les instruments à vent trouve son 
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explication naturelle dans le concours de deux systèmes 
d'ondes, les unes directes, les autres réfléchies^ et que la 
coexistence de ces ondes assigne les positions des noeuds et 
des ventres de vibration dans Tintérieur du tuyau, et, par 
suite, la hauteur du son produit. La même explication doit 
s'étendre à la formation du son dans un corps solide : des 
ondes directes et des ondes réfléchies se propageant néces- 
sairement avec la même vitesse, A ou o), établissent, par 
leur coexistence dans l'intérieur du corps, des surfaces no- 
dales dont les molécules restent en repos, et d'autres sur- 
faces où l'agitation est à son maximum; et la permanence 
plus ou moins prolongée du mouvement général détermine 
un son qui se communique à l'air ambiant, et dont la hau- 
teur dépend delà forme et des dimensions du corps sonore. 
D'après cette théorie physique, la seule admissible, les états 
vibratoires d*un solide sonore sont nécessai rement de deux 
espèces, correspondant aux deux vitesses de propagation 12 
et 0). La première espèce est celle des vibrations longitu^ 
dinaleSy la seconde celle des vibrations transv^ersales. 

On étudiera séparément ces deux espèces, savoir: à Taide 
des formules du n^ 61 quand il s'agira des vibrations longi- 
tudinales, et à l'aide des formules du n^ 62 quand il s'agira 
des vibrations transversales. Cette distinction nous parait 
capitale; elle éclaircit singulièrement la théorie mathéma- 
tique des corps sonores, et facilite les applications qu'on en 
peut faire. Lorsqu'il s'agira d'exprimer analytiquement tel 
ou tel état vibratoire dont l'observation aura indiqué les 
lois> soit par la mesure de son produit, soit par la forme 
des lignes nodales et des lignes de plus grande agitation sur 
la surface du corps sonore, il suffira de chercher directe- 
ment le groupe de termes u, v*, w qui le représente, dans 
lune ou dans l'autre des deux classes étudiées aux n^61 et 
62 \ l'expression analytique trouvée permettra de compléter 
les données de l'observation 5 en outre, elle déduira de ces 
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données mêmes des relations numériques propres à déter- 
miner A ou 0). Cette manière d'appliquer la théorie dis- 
pense d'intégrer complètement les équations (lo), et de 
déterminer par l'état initial les coefficients des valeurs in- 
tégrales de M, f^, w. 

.64. Conditions relatii^es aux surfaces . — Mai s le groupe 
de termes qui représente Tétat vibratoire que l'on étudie 
et que l'on considère seul, non-seulement doit vérifier les 
"équations aux différences partielles de sa classe, il faut 
aussi qu'il satisfasse aux conditions relatives «i la surface. 
Ces conditions seront, suivant les circonstances, ou la fixité 
des points de la surface, c'est-à-dire l'annulation des va- 
leurs de If, Vy w appartenant à ces points; ou, si la surface 
est libre, certaines relations entre les valeurs des forces 
élastiques qui la sollicitent. Dans ce dernier cas, il faut, 
et il suffit, que les composantes tangentielles de la force 
élastique qui s'exerce sur chaque élément de la surface 
libre soient nulles; la composante normale doit rester 
variable et non déterminée. C'est cette composante normale 
qui communique ses variations à la pression de la couche 
gazeuse voisine, d'où résulte la propagation dans l'air du;, 
son produit; et les composantes tangentielles doivent être 
nulles d'elles-mêmes, parce que le gaz ambiant ne peut 
réagir que normalement. 

D'après les considérations qui précèdent, l'intégration 
des équations (lo), faite uniquement dans le but d'étudier 
un corps sonore, doit se borner à la recherche de tous les 
groupes de termes des m, i^, w, qui rentrent dans les deux 
classes définies aux n^^ 61 et 62. On doit alors regarder le 
mouvement le plus général comme étant en quelque sorte 
peç^tâb^t et dû à la superposition de tous les états vibra- 
toires, élémentaires et simples, qui pourraient s'établir 
isolément dans le corps que l'on considère. Or, les équa- 
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lions (10) étant linéaires, les propriétés diiTérenli elles des 
groupes de termes des deux classes définies appartiennent 
aussi à la somme de tous ces groupes, multipliés par des 
coeflGcients constants^ on peut donc dit'e que, bprnées à 
r usage indiqué, les valeurs générales des u, ^, w sont 



(2.) 



F, Ç, yj, Ç étant des fonctions de x,j^, z^ t qui vérifient les 
équations aux différences partielles 

— = a^A'F, — -o^'à^)^,nQuK)r 

d'où rîw déduit, pour la dilatation, *• 

ê 
valeur indépendante des fonctions |j r, ^. 

Mais, si l'on voulait représenter, non-seulement le uioiv* 
vement permanent et %polhétîque d'un corps sonore, mais 
aussi le mouvement réel, en vertu duquel les vibrations su- 
perposées vont en di mi nuaut d^a mpli Ludesj et les sons coexis- 
tants finissent par s'évanouir, les intégrales (21) seraient .* 
insuffisantes. Et, lors même que Ton parviendrait à former 
des intégrales qui pussent embrasser ces deux mouvements * 
généraux, il existerait encore une infinité d'autres mouve- 
ments intérieurs des corps solides, non périodiques, et non 
décomposables en mouvements vibratoires permanents ou 
évanescente,queces nouvelles intégrales ne représeiUeraient ^ 

pas. Tel parait être le caractère des équations aux diflé- 
rencés partielles embrassant tout un ensemble de phéno- *''ym 
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mènes : il est souvent très-difficile, pour ne pas dire impos- 
sible, d'en trôaTer des intégrales qui possèdent la même 
généralité:,/' 

La marcbip fjœ'nous indiquons n'est pas complètement 
analytique; elle emprunte à la Physique une analogie ou 
un principe, celui de la formation des états vibratoires par 
la coexistence de deux systèmes d*ondes, l'un direct, l'autre 
réfléchi» Mais tel est, suivant nous, le véritable rôle de 
l'analyse dans les questions de Physique mathématique ; elle 
doit s'éloigner le moins possible de la science des faits, mar- 
cher pour ainsi dire de concert avec elle, adopter son lan- 
gage et ses lois ; autrement, elle ne tarde pas à perdre de vue 
le monde réel, et ses recherches sont sans application. Les 
exemples d'états vibratoires que nous traiterons dans la 
suite, et qui sont presque tous signalés dans le Cours de 
Physique, montreront l'utilité du classement établi dans 
cette Leçon, Le groupe de valeurs intégrales, défini au 
n^Ol, et qui concerne les états vibratoires de la première 
classe^ se présente tout naturellement, dès qu'on veut abor- 
der FinLégration des équations de l'élasticité. Poisson le 
cite et le irahe, mais en répétant plusieurs fois qu'il ne 
s'agit là que d'un cas très-particulier. Pour nous, ce cas, 
si particulier, est assez général pour embrasser toute la 
moitié de la théorie des corps sonores; et l'autre moitié est 
régie par le groupe de valeurs intégrales défini au n^ 62. 



^>^ 



K^" 
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Intégrales des équations de l'élaaticîté en caordonnées recliligve:^, — Équi- 
libre d'élasticité da prisme rectangle. — Cas où 1a loi de 1^ dtliitaiioiL est : 
connue. — Cas des efforts noriniiiix 01 luiiÉiUTîl*. 



65. Intégrales des équations de V élasticité en coor-- 
données rectilignes, -^ Nous allons appliquer maintenant 
la théorie de Télasticitë à des corps solides limités par des 
plans, par des cylindres droits, par des surfaces sphé- 
riques; c'est-à-dire que nous passerons successivement en 
revue les exemples ou les cas particuliers qui peuvent 
être abordés à Taide des coordonnées^ rectilignes ou or- 
dinaires, semi-polaires ou cylindriques, polaires ou sphé- 
riqoes. Cet ordre parait le plus: logique , sous le point 
de fue des procédés analytiques^ et cependant il est en- 
core précisément inverse de Tordre naturel, qui doit com- 
mencer par les questions plus complètement trai tables, et 
finir par celles dont la solution est plus incomplète. En 
effet, si l'on voulait suivre ce dernier ordre, il faudrait 
successivement étudier Télasticité dans la sphère, dans le 
cylindre et dans le parallélipipède. On voit facilement que 
le nombre des équations à la surface croit dans le même 
sens, et c'est ce nombre qui limite ici la puissance de l'a- 
nalyse mathématique, en multipliant les difficultés qu elle 
doit vaincre. Mais comme nos équations de l'élasticité sont 
exprimées en coordonnées rectilignes, occupons-nous d'a- 
bord du genre de solide auquel ces coordonnées suffisent, 
ou qui n'exige aucune transformation. 

Pour les solides terminés par des plans parallèles aux 
plans coordonnés, les projections du déplacement molécu- 
laire, ou les fonctions u, »^, tv, sont exprimées par des 
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séries où chique terme est le produit de trois ou de quatre 
facteurs, ne eanlenanl cliacun que Tune des variables; ce 
produit doit Yérifier réqution 

A <tantQoutt| n^ 64, s'il «*agit d*un eut vibratoire^ et 
réqutiim 

(a) " Â'A>f=:0, 

n*' 27, quand il s'agit de TéqnOlbre d'élasticité; en outre, 
les facteurs en x, en^, en z sont tels, que ce produit, on le 
groupe de termes correspondants des u, v^w^ satisfait aux 
conditions extérieures, quand Xj onjr, oà t, a la valeur 
constante qui appartient & chaque face. On sait que là 
vérification de Téquation (i) est obtenue en prenant pour •. 
chaque facteur d'un même terme, ou le sinus, ou le oosl** ^ 
nus d'un arc, produit de la seule variable que contienne oe' - 
facteur, par un paramètre constant, ou bien encore la 
somme de ces deux lignes trigonométriques multipliées par 
des coefficients arbitraires. Mais si c'est l'équation (s) qui 
doive être vérifiée, un au moins des trois facteurs de chaque 
terme aura une forme plus compliquée, et contiendra sa 
variable en exponentielle. 

Afin de simplifier Texpression de ces facteurs divers, 
nous emploierons les formes et les notations suivantes. 
Nous désignerons par 

les fonctions exponentielles connues sous le nom de cosi-"" 
nus et sinus hyperboliques ; chaque variable entrera sous 
les symboles E et £, avec un paramètre constant, comme 
sous les cosinus et sinus. Nous donnerons aux variables ar, 



.^^ 

■■^■-J^: 
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yi- 'M les paramètres respectifs m, n^ l sous les lignes tri- 
gonômétriques, et les paramètres respectifs p^ q^ r sous 
les ugoes E et C; on peut appeler les premiers circu- 
laires^ \^ seconds exponentiels. Nous désignerons simple- 
ment les cosinus et sinus de mx par C et S, de ny par 
C et S', de Iz par C" et S''^ E (px) et C (px) par E et C5 
E (fly) «* ^ («y) P^'^ ^' et C^ E (rz) et C [rz) par E'^ et C". 
Dans la plupart des exemples que nous traiterons, les pa- 
fàmètres circulaires m, 71, p seront de la forme 
% ■' 



ITT I TT , I TT 



." if) ■ '" = r "=T' '=v 

: 1^1%. i'"^ étant des nombres entiers quelconques. Les para- 

/ mètres exponentiels p^g^r auront une autre forme : le 

ejuré du paramètre exponentiel de Tune des trois variables 

^rJfr ^ ^^^^ ^^1 ^ ^^ somme des carres des paramètres 

Jcirciilaires apparteùht aux deux autres; c'est-à-dire qu'on 

.aiira. - .. ' 

,y (5)" ■' p^ = ««H- 1\ ^» = /« H- m\ r^=m'-h n\ 

A la snrfiftce du jpiolyèdre, lâs C, S, E^ C ont des vi|||ears 
numériqi^que notû désignerOna'én plaçant, comme mdice 
inférieur,' la lettre a, A bu c, valeur correspondante de la 
variabl^'P^rès les formules (4), C;, C», C' sont Tu- 
nité en pins ou en moins*, Sa, S'^, S' sont nuls; mais 
les Ea, Ei, Ec et les Ca» ^i, ^'é se réduisent à des nombres 
qui ne sont ni Funité, ni zéro. Enfin nous emploierons 
aussi des fonctions mi-exponentielles et mi-algébriques de 
^ la forme 

. (O) F = , ^=r j—^ 5 

nous les désignerons par F et ^ pour jr, par F' et i' pour /, 
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par F" el ^" pour z ; c'est-à-dire que 

iE;E'-rC;t' ^, r^iE'-iE'tC' 

i»" = —f ' * = T' ' 

F= j^ , S= ^^ 

Ici, ^fl, ^i, #c sont évidemment nuls, et F^, Fi, F' «ont 
respectivement égaux à — > yr^ inr^ car on a généralement 

^a ^h ^c 

(7) EM?)-^»(?)=i. 

Ce luxe de notations est loin d'être inutile : il nous per- 
mettra d'exprimer les séries u, i^, w, leurs termes gêné* 
raux, et les facteurs de ces termes, d'une manière simple et 
qui en fasse saisir de suite la véritable portée; autrement, 
les expressions de toutes ces quaqtités seraient longues, 
compliquées, sujettes à erreur, et Ton ne verrait que pénir- 
blement ce qu'elles signifient. 

On voit de suite que chaque terme de toute série, véri- 
fiant l'éqaation aux diffîrentialles partielles (i), sera de la 
forme 

A, «Ao, A', X\ A'', A.', H, H' étant des coeffidents à déter- 
miner, et le paramètre circulaire de t étant 

y=zA ^/w' -h «» -t- /' ; 

on voit aussi que pour vérifier Téquation aux différences 
partielles 

(8) A'F = o, 





(AE-(- 


AC){X'C' 


-+-X'S')(A''C" 


' + X"S"), 


ou 


(AC + 


X,S) (A'E' 


-hX'C'){k''C" 


+ ^"8"), 


ou 


(AC-I- 


XS) (A'C 


-h,^'S')(A"E" 


-hX"C"). 
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il faut prendre des termes de la forme 



(9) 



Maïs s'il s'agit de vérifier Téquation (2), et non l'équa* 
tion (8), il faut que l'un des trois facteurs soit plus com- 
pliqué-, on s'assure aisément que le produit (9) acquiert 

«cette propriété si l'on y ajoute, aux deux termes du facteur 

v.êxponentiel, deux autres termes de la forme 

»(io) (BF-hift,^), ou (B'F' -hift,'#'), ou (B''F''-+-ifc''^''). 

On sait que la dérivée secopdÉlAl%€haque facteur du 
terme (9) est égalq à ce f^cteriflraK^ multiplié par 
le carré du paramètre de la YàTitBSffPS^VRecianl ce produit 
du signe 4- si le paramètre estnjSfM^èntiel, du signe — 
s'il est circulaire; de là résulte que Te A' de ce terme sera 
nul, d'après l'une des relations (5). Mais si le facteur expo- 
nentiel est augmenté de l'expression (10), sa dérivée 
seconde contiendra, outre le produit du facteur lui-même 
par le carré du paramètre, deux fois la dérivée première du 
coefficient total de la variable, dans l'expression addition- 
nelle (10), mise sous la forme d'un binôme algébrique, 
c'est-à-dire . ^ r C .. 

." r * > 

2/?(aft,C — BE), ou 2^(ill,'C'-B'E'), ou2r(aft,'C-B''R*^^ 

■-■,■■ . , . ^'M^!^-^ 

d'après les formules (6) ou (6 bis)-^ de là résulte évidesBltt^ 

nauQiû que le A* du nouveau terme sera de la forme (9]u : 

ïjw^] ooDséquemment, son A* A* sera nul. 

J: .<86. Problème général de F équilibre du prisme 
tangle. — Passons maintenant aux applications. Lé*] 
blême le plus important que l'on puisse se proposer, \ ' 





A^^ 



I 
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genre de corps que nous considérons, consisterait à déter- 
miner complètement les lois de Téquilibre intérieur d'un 
prisme rectangulaire, dont les six faces seraient soumises 
à des forces données. On comprendra aisément combien de 
conséquences utiles pourraient résulter de la solution de ce 
problème, pour Tart des constructions, où Ton emploie si 
souvent des solides de cette forme. Malheureusement, ce 
' problème est en même temps le plus difficile peut-être de la 
théorie mathématique de l'élasticité, en ce qu'il exige préa- 
lablement la solution complète d'une question d'analyse 
douilles géomètres ne se sont pas occupés, ou dont ils ne 
sont pas encore parvenus à vaincre les difficultés. Il nous 
paraît utile néanmoirjs de montrer ici en quoi consiste cette 
question, afin d'appeler sur elle Tattention de géomètres 
plus jeunes j plus habiles^ et qui parviendront peut-être à 
la solution désirée. Puisse ce qui va suivre leur préparer la 
voie ! C'est une sorie d'éuigme aussi digne d'exercer la 
sagacité des analystes que le fameux problème des trois 
corps de la Mécanique céleste. 

Considérons un parallélipipède rectangle, dont les côtés 
soient aa, a&, ac; plaçons l'origine au centre^ et les axes 
parallèles. aux arètéi»} les six faces auront pour équations 

On fait abstraction des forces extérieures Xo, Yo, Zq, 
n" 28, et Ton se propose de déterminer la loi des déplace- 
méTiis intérieurs j lorsque le prisme est en équilibre d'c- 
lasilcité, sous T action de forces dirigées normalement k 
ses faces. On supposa une telle symétrie entre Iijs forces 
douuéesj que les fonctions qui les expriment soient toutes 
paires ^ c* est-à-dire que chacune d'elles conserve la même 
valeur et le même signe, lorsqu'on change le signe d'une 
des deux coordonnées variables qu elle eon tient. Cela posé^ 
le problème d'analyse qu'il s'agit de résoudre eonsiste à 



« 



i^>' 
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(léierminer des fonctions m, 1^, w, qui véiilient les équa- 
tions 

(12) -r- -f- «A' M zrz 0, — - -h 8A'<^ = 0, — - -h sA'w» =0, 
^ dx dy dz 

dans lesquelles la fonction 6 et la constante e sont 

, «» ^ du dp dw u. 

^ * dx dy dz A -h p 

et qui, étant substituées dans les formules 






c/o; 



(.4) N, = >e + 2^-, T, = ^^- + -) 






donnen t 



N, = 4>i, T3 = , Tî rr G , pour x=z±a, 
(i5) ^T3 = o, N, = <ï>,, T. =0, pour y=:±:b, 

T2 = o , . T, = o , N3 = 4>3 , pour z = ± c. - " 

De ce que les fonctions 4>i, 0^, 4>3 sont paires, on conclut 
aisément des formules (i4) que la fonction u doit être im- 
paire en x, paire en j^ et en z\ v impaire en y, paire en z 
et en x; w impaire en z^ paire en x et enjy; d'où 6 paire 
en x, en y^ en z. Rappelons qu'une fonction est dite im- 
paire si elle change de signe, en conservant la même valeur 
absolue, lorsqu'on change le signe de sa variable. 

On arrive, sans aucune difficulté, en faisant usage de 
coefficients indéterminés et des notations du nP 65, aux 
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séries suivantes : 



(»6) { 



U =:f,X -h 2// ( ^-^' ^ - ^ C'C" 

"^ \P I 

\ ^-^'^f-E'-pAs^c-f-^''^ ^!L±ic"-^A ce, 

qui doivent exprimer les fonctions cnerchées, u^ i^, w. 
Chaque groupe de termes , au même coefficient f^ g', ou A, 
vérifie les équations (12), et donne des forces tangentielles 
nulles sur les six faces. Les groupes composent trois classes 
distinctes : le facteur exponentiel est en x dans la première 
classe, en y dans la deuxième, en z dans la troisième. A 
chaque classe correspond une suite infinie, et à double en- 
trée, de coefficients arbitraires /*, g, h. Dans chaque fonc- 
tion M, i^, w, les termes généraux des trois classes sont 
affectés d^un double sigma, dont les limites $ont — oo et 
H- 00 , relativement aux deux entiers V et i'\ ou i" et i, ou 
i et V des paramètres circulaires (4) ", le terme ou les deux 
entier^ sont nuls est distrait de chaque double sigma, et 
les trois termes analogues, pour chaque fonction ii, v^ où 
IV, sont réunis en un terme unîque,/oJt:, g^^j^ ou h^z. 

Les considérations du n° 65, et la substitution directe, 
font voir facilement que chaque groupe des trois termes, 
ayant le même coefficient f ^ g ^ ou A , pris dans les 
li, t^, w (16), vérifie les équations aux différences par- 
tielles ( 1 2 ) . En outre, on déduit de ces valeurs générales (16), 
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par des différentia lions faciles, 
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II 

2fX 



(17) { 



II 

2fX 



II 

2p 



= ^fnl (f— -E^j S'S" '\-^gqlS'^"C 
'fpn§S'C" -hYgqm^'C'S 



S"S 



1 



^hmn [f" ~ - E'A SS', 



et Ton voit que ces valeurs donnent 



(,8) 



Ta = 0, T, = o, pour jc=±a, 
T, = 0, T3 = o, pour j = ± ^> 
Ta = 0, Ti = o, pour z=±c'; 



c'est-à-dire que les forces tangentielles sont nulles sur les 
six faces du polyèdre, en sorte que, des neuf équations à la 
surface (i5), six sont vërifiées ^ mais la solution s'arrête à 
celles qui expriment que, sur la surface, les composantes 
normales des forces élastiques doivent être égales aux forces 
données. Cherchons au moins la forme de ces trois dernières 
équations de condition, dont la vérification nécessaire reste 
en suspens. 

Les fonctions u, f^, w ayant les valeurs (16), la for- 
mule (i3) donne, pour exprimer la dilatation, 



(19) 



Ô = Co -f- 2e^p/EC'a'-h ii2^qgfJC"C -h^i^r/i E"CC^ 
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valeur qui vérifie l'équation A*6 := o, comme cela devait 
être, n" 27, et les formules (i4) donnent 



2(1 



— = ' ^C +/. -f-T/(/'E -1- p'F) ce 



(20)| 



2p 



I — ( 

2( 



c, + g. 



g (jlul^E' - m'fA c"c +^a /c!i^'e''- ot'F") ce, 

/{Plmî. E - «»f\ CC" 

a/'I^e'-^.f'Jcc', 

/'F' 1 ce •+ Ta (rE" -+- r'F") CC'. 



>(9E' 

2,1 



(^ 



2£ 
— 6/11 



I 

■E'. 



') 



Faisant respectivement x = a, jz=bj z = c dans les 
seconds membres, remplaçant dans les premiers Ni, N^, Ns 
paroles fonctions données 4>i, 4>,, 4>s, on aura les trois 
ëi^iifttions de condition dont il s'agit^ et il faudrait déter- 
miner les coefficients /*, gj h de telle sorte qu'elles fussent 
vérifiées pour toutes les valeurs des a:, y, a, comprises 
entre leurs limites respectives qz a, zp 5, qr c. On a la 
correspondance nécessaire de trois doubles séries de coeffi- 
cients^ pour trois fonctions données de deus; variables cha- 
cune -, mais le mélange, ou la simultanéité de ces doubles 
séries dans les trois équations à identifier, ne permet pas 
d'isoler chaque coefficient, comme dans les autres questions 
de Physique mathématique^ il faudrait donc découvrir une 
autre méthode d'élimination. 

67. Solution quand on connaît la loi de la dilata^ 
tion. — S'il était possible de déduire directement des 
forces données la loi de la dilatation dans l'intérieur du po- 
lyèdre, le problème serait résolu En effets soit <l> la fonc- 
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tion, paire en or, en j^,^n r, qui exprime cette lt](iL|/^pp06éé 
connue^ et qui vëriiie nécessairement I'équatîaà^W'=o^' 
le second membre de réquation (19) doit ^t^giocixlique' 
avec la fonction 4>, pour toutes les valeurs des x, y^ z 
comprises entre leurs limites respectives zp a, zp i^ qz c. 
On sait que la loi des températures stationnaires du prisme 
rectangle s'exprime précisément par une identité de cette 
forme. Désignant par 6 le second membre de Téquation (19)9 
on aura d = 9, et aussi 



(21) 



faisant respectivement x = a^y z=ib^ z:=zc dans ces trois 
équations identiques, il viendra 



dB d<i> 


dB d^ 


rfô rf* 


■_ . . m 


~^ — ■ * 


. — — _ • 


dx dx 


dy dy 


dz'^ dz' 



{dx J a 



(22) K^J^q'gC',C"C= (^) 



et la détermination des coefficients f, g, A, actuellement 
séparés, se fera par la méthode ordinaire. Remplaçant, 
dans la fonction 4>, les variables x, y, z par a, j3, 7, et 
posant 




» 






en outre I de l'idenlité d = ^ on déduit 

Les coefficients y, g', 7i ëlant maintenant connus, les for- 
mules (i6), (17) et ( 20) donneront les déplacements et les 
forces élastiques pour tous les points du polyèdre; toute- 
fois, deux des coefficient s /*,, ^^, /i» resteront indéterminés, 
car leur somme C» (aS) est seule connue. 

Nous arrivons ainsi à la solution du problème dont voici 
renoncé : 

Le prisme rectangle proposé est en équilibre d* élasti- 
cité ^ la dilatation intérieure est une fonction connue y 
paire par rapport aux trois coordonnées y et dont le para-- 
mètre différentiel du second ordre est nul: on demande 
quelles forces appliquées normalement aux faces du po- 
lyèdre ont pu produire cette dilatation. 

Il résulte de cette solution que l'équation 

éQ=>pt^ à^qCj, à^rC^ 

doit être une identité pour les valeurs des x^ /, z comprises 
entre les limites zp a, zp J, qpc; 4> étant une fonction 
paire relativement aux variables, et qui vérifie Téquation 
A*<I> = o; P, Q, R, Co ayant les valeurs (aS) et (ii5). 
Cette formule (26) est analogue à celle de Fourîer; mais, 
avant d*en faire usage, il serait indispensable d'en constater 
1 exactitude par les méthodes rigoureuses de Dirichlet. On 
remarquera que les doubles séries du premier membre 



SUR L*liLASTlCIT£. l63 

cessent d'être convei^ntes, quand les variables x^ y^ z 
dépassent leurs limites. 

68, Cas éCefforts normaux et constants sur chaque 

face du prisme. — Quant au proUème général énoncé au 

n** 66 , il n'y a qu'un seul cas qui puisse être résolu : c'est 

celui où les fonctions 4>i , 4>, , 4>| sont des constantes. Alors 

tous les/^ gy h sont nuls, et il ne reste que/^ g^^K* On a 

u=f.Xy v = ^.y, wz=h^z\ 
T, = o, T,=:o, T5 = o; 6 =/, -4- g', -h ^^ = C, ; 

d'où Ton conclut, pour les valeurs des constantes, 
3XH-2fx 2/A 

^, = , ^,3= . 

2f* 2fA 

On voit que Tellipsoïde d'élasticité est le même pour tous 
les points intérieurs, ou que les forces élastique^ principales 
sont parlbui égales et parallèles aux forces données. Ce 
cas, d'une simplicité extrême, est heureusement un des 
plus utiles; car, dans la plupart des constructions, on fait 
en sorte que les prismes rectangles soient uniformément 
tirés ou pressés normalement à leurs faces. 

Rien de plus facile alors que d'obtenir tous les renseigne- 
ments dont on a besoin, sur les allongemenits et sur les 
forces élastiques intérieures ; car il suffit d'appliquer les lois 
les plus simples de l'élasticité. Supposons, par exemple, 
qu'il s'agisse d'un tirant horizontal à section rectangulaire, 
rivé à deux parois, planes et parallèl^>;J^une cha^^Aiêre à 
vapeur en activité; soient — P la presâoplsur les^^yioes la- 
térales, F la traction 4oagitudinale sur rùOTlé.iàà.Sliiface; 

Il . 
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on aura 










.*.' 


==F, *,= 


:*. 


= -P, 


/:= 


U-f- 


•f.)F + )iP 


i 


r. = A. = 



_ F—2P 

' (X-f-2ft)P + >F 

_ 2^(3>-h2pt) 



]• 



ce qui donne la dilatation cubiqne Co, rallongement longi- 
tudinal ^f%a^ les contractions transversales ,2 g:»&, 2//»c*. 
L'ellipsoïde d'élasticité et le cône des forces tangeuiielle» 
ont pour équations 

jr' 7-* -f- z* __ ar»^j»-J-a\ 

pâ "^ pâ ' ' T "^ ^ P ' 

les plans tangents au cône sont inclinés sur Taxe de traction 

d'un angle>dont la tangente est i/p> <^t la force élastique 

tangentîelle qui les sollicite est V^PF. Il sufflt d'énoncer ces 
résultats, qui se déduisent immédiatement des théorèmes do 
la cinquième Leçon. 

Dans notre ancien Mémoire sur l'équilibre intérieqr des 
corps solides homogènes, nous avons donné, Clapeyron et 
moi^ les solutions de deux problèmes généraux qui peuvent 
ge traiter, en employant les coordonnées ordinaires, à 
Taidç de la formule de Fourier. Le premier considère un 
milieu $olide terminé par un seul plan; le second, l'espace 
solide compris entre deux plans parallèles, ces plans étant 
sollicités par ,, des forces données. Nous nous dispensons de 
reproduîré.4ci,;jBes solutions analytiques, malgré quelques 
iconséqu^^EiC(^s^6nt l'énoncé est simple et qui pourraient être 
utilisées. Ce né sont là qUe des essais entrepris dans le but 
de cherché^ .UiSkê.aolution .générale, et qui ne paraissent pas 
plac^sjttir la roftéAri doit y conduire. 
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TREIZIÈME LECÔN: 

États vibratoires du prisme rectangle. — Vibrations longltudînaleSy^^traiiS'- 
▼ersales, tournantes, et composées d^une lame rectangulaire.— Éta|i 
vibratoires sans,manifestation extérieure, •* ^ * 



69. Élats vibratoires du prisme rectangle. — Si la^. 
question de l'équilibre inlérieur du prisme rectangle ren- 
contre de grandes difficultés analytiques, nous allons voir, 
dans la Leçon actuelle , .qu'il en est tout autrement de 
1 étude des vibrations du même corps solide. En général, 
sauf quelques cas simples, les problèmes relatifs à Téqui- 
llbre d'élasticité sont incomparablement plus difficiles à 
traiter par Tanalyse mathématique que les problèmes re- 
latifs aÂx vibrations; aussi les travaux cbs géomètres 
sont-ils fort nombreux sur les seconds, trèapfaré*: sur les 
premiers. Une si grande différence dans la fac*ii^té||^#border 
les deux génies de problèmes pourrait être une indication 
naturelle. Parmi les questions de Physique mathématique 
qui résistent aux efforts des géomètres, QUa^tflj traiumt 
péniblement par des formules longues et conai^^^ppElls, il en 
est beaucoup dont l'importance est fort douteuse» -Ati cpn- 
irairc, un grand nombre de questions qui se ré^TJetiU pat*, 
des calculs et des formules simples sont d'une îm||^g|Ki^^ 
incontestable. Serait-ce donc que l'équilibre d'élasticité 
joue dan& 1% nature un rôle moins important que les vi- 
brations? 

Consid^ons les dUlBjm^l^tatg vibmioires d'un prisme 
rectangle solide dont les cfi^téô soient a, ft, c, plaçons l'ori- 
gine à l'un des sommets et les axes sur les arêtes adjacentes ^ 
les équations des six faces seront 

(l) je=o, xr=«; y = Oy yz=b; zmO, z = c. 
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On fait abstractifD des forces extérieures Xo « Yq , Z« ; alors 
les projections du déplacement moléculaire, ou les fonc- 
tions i/, i^, w, doivent vérifier les équations aux différences 
partielles (lo) du n® 60. Cherchons s'il est possible que 
Vu^*de ces trois fonctions, par exemple u, existe seule, 
'WrTCUX autres i^, w étant nulles partout. La vérification 
d^E^équations citées exigera que l'on ait- 

fa) l .du .du 



d— d— 



c'est-à-dire que — doit être indépendant dej^ et de z -, 
la fonction unique u doit don^ètre de la formé 

(3) « = U-».Uo > 

U étant unvjfbtiction de x et de £, U« ne contenant pas x. 
Cette valeur intégrale décompose la première équation (a) 
dans les deux suivantes : 

la preiafère régit des vibrations longitudinales, la seconde 
des ijlbl^tfons transversales, lesquelles peuvent exkfer ou 
isoIenSent, ou simultanément. 

70. Vibrations longitudinales, — NoW' Supposons 
a^b'^c'^ |e prisme est aV>rs uneJame rectangulaire de 
longueur a, de largeur &, id^^ai^ur c. La première (4) 
ou 

^^^ dt^ -^^ dx- 

contient la loi des vibrations longitudinales qu'on établit 
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dans la lame en lafrotUnt parallèlement à s£||feiigacur; S{ 
la lame est pincée en son milieu et libre, aux oeùx boihsi 
Tétat vibratoire sera repré^eiîliS par ukè iSuigalê pÂ^ tîeii* |' 



lière de la forme ^^' ' \ ^"•^• 

X or 

(6) «=:cos(V-*- i)ït-cot(ay -*-»)•' — » 




où / est un entier quelconque. En effet, cette va 

vérifie Téquation (5), fue réduit à séro pour a: = *9/i 

plus, les T.- étant, tous nuls, les composantes tangenti^éit 
des forces élasl^iniès sont nulles sur toute la surface, n^.64» 
Toutes ces confions devaient être satisfaites pour que le 
mouvement vilH*atoire pût s'établir et persister au milieu 
de l'air, dans la lame conéiçiërée. Les N^ n'existant que 

p^^I' contiennent ûnÇifrirt^ic- en facteur j de la ré^ 
■ ^ ■», 
talteirbae sur les faces j; ss o, x=:a qui terminent la 

Id^bf les forces élastique» sont nulles, là m&me où tes 

vibrations ont la plus grande amplitude. Au contraire, 

normalement aux faces lutérales, les déplacements sont 

nuls, tandis que les forces élastiques existent et var^t.. Le 

paramètre circulaire de t donne 

jgmj^tfyù^ du son; le nombre des noeuds s'obtient en 

ffmanii0os {%f'^ i) tt - = o, et est 2/ -h i ) tous les sons 

ipÊB laffim^peut produire fornientla série 1, 3, 5, ... dont 
%baa»sit' 

;, ^■■^\-'- 

Bi ks^dbdx extrémités de la lame sont fixes, l'état vibra- 







y 
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tdire sera lÉÊUsenié par une intégrale particulière de la 




^iant un eniîèr quelconque. En effet, cette valeur vérifie 

^ l'.6|iBiflîpa.(5), s'évanouit, quel que soit £, pour a: = o, 

fijpur :;(|^|= ^9 ^U l^s T^ étant nuls partout^ les composantes 

"^^ntî elles des forces élastiques sont nulles sur toute la 

le la lame. La composantôjïi a pour expression 

N. = — cos / TT - cos j ir — nsr j&w 
a a a, '^ 




ai|x cxtrémjtfês x^^o^ x := â, qui sont fijm[*cette compo- 
sante existè^'ët varie përiodîqtîemeDt ; elleSpèsure la près 
sion variable exercée sur les obstacles qui assurent la fiwé 
dé la lame. Le paramètre circulaire de t donne 

pour la mesure du son ; le nonji^içgi^j^^œuds intermédiaire 
ou spontanés est i — i^ tous lei s^V q^^ peut produire ht 
lame encastrée composent la série complète i, 2, 3^ 4? ^9 ••• 
dont la base est encore n (8)-'î'^ :■ ' *^ W 

71. Fib/i^tipns transifer^àlffis^ ;:;y Coiiï^érons IMBS^^.* 
nant les vibrations transversoînfeâe la même lame,^pirétralis 
celles qm pourraient avoir heu quand la lonctionjç existe 
seule; l'équation à vérifier, et qui corrç8|foùd^ à^la. sç^^ 
conde ( 4 ) , est alod?^ '^ * ! . .j . , " . ,. .^.v 

'^ ■• V.* ''"' ■'; ■^- -^^ . *•"■.. 

10) ::.-■■'* =:ri*M 1 î' : - ^ . . 

V / ^ . ;-v ^'^■'' ■ , ■ ' . *v!\^j^ - 

Dans le cas le plus général, cette équation esîii^entique, au> 
coefficient près^ avec «elle des petits mduveKQiJto^s tfansv^r- 

*•■■ .' 

■ *- ri- 
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saii¥ de la membrane rectangulaire; elle pourrait conduire 

n ]a même diîirussîoii, elffonséquemment aux mêmes séries 

de sons simiilianés, si le contour de la lame était fixe; mais 

la lame mi peut vibrer ainsi y, lorsqrie ^s deux faces 

s =: €, <s = c ne sont en contact qu'avec ')Mr\ car m, t^ 

é^aQrnul^ et w indépendant de z^ les compdêautes Tf, 

^s de la force élastique exercée sur càj^^^^x faces 

div dw , , ^\) ■ , 

expression f^ ^> f* -r-^ o; c est-à-aïre que cette 

fetlê élastique y serait tangentielle, ce qui ne saurait 

éimjt? 64 ; il faudrait donc que — » — fussent nuls, et cela 

es que soient les variables x^y^ mais alors w serait 
ssi| et il n'y aurait pas de mouvement. Les vibrations 
-< transversales de la lame rectangulaire, que Ton voit naître 
ej^jpersister dans Tatli ne peuvent donc avoir lieu avec la . 
^^» composante w ft. déplacement, et ne sauraient être 
rit|i ^tu tées par Téquation (10). Mais elles peuvent être 
prjfSûites quand la fonction u existe en même temps que w, 
la Wnction 1^ étant seule nulle 5 cherchons à quellcj? con- 
ditions 

Les équroons à aKrt fertotf alors, 1/ étant zéro^-]^ 

dw 




(tO 





d*w , *.r\dc lui */^w I ' 

— ! — :zr: a> ■■ •■ ' — \ I : 

di^ dx dY'\)^i.^. 



la première donnCj^a étant une nouvelle fonction, 

(12) 



rfa 
« = — — , 
az 
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ce qui réduit les deux autres à celle-ci : 



Il faut aup les forces élastiques soient normales suv^nsiiK 
faces ^ d'ajprès les valeurs (12), les T<- sont 

ils seront nuls^ et Téquation (i3) sera satisfaite, si'JBini 
prend pour a une fonction qui vérifie les trois équati^lû^ 

, ^, doL d^OL d^oL d*a d^a 

Telle sera, par exemple, l'intégrale particulière 
(16) a == I cos/7?xcosm2 cosifàu ^, 

où le paramètre m est quelconque, où e représeiite;j|f|^ 
amplitude, et qui donne 

^- . ^ I tf = /7?( cos/ifj: sin/Tiz cos/Tt/b» yâ , 



".t.:' 



n teér deux extrémités de la^'^lame scM^t posées sur des 
supports, en sorte que leur déjpla^fiment normal soit im- 
possible, il faut que w y soit nul; ce qui exiger que le para- 
mèti'e m ait pour vàleUr 

.(18) m==i^, : :: 

^l'étant un enti% quelconque. Le paramètre circulaire de t 
donne alj^jll^^JMItir la durée S des vibrations, et pour la 
mesure X du son^ 

(19) — So4v/2=:27r, ^=:/ t=-. 
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le nombre des nœuds spontanés est 1 — *- 1 ; enfin, les sons 
qae la lame peut produire, dans ces circonstances, com- 
posent la série complète 1, 2, 3, 4» ^i • • m ^^nt la base est 

(20) n = -^. 

Tous les états vibratoires compris dans les formules (17) 
j(|nt cette propriété remarquable, que les forces élastiques 
nrincipales sont, toujours et partout, parallèles aux côtés 
Afhi lame. De là résulte que ces mêmes formules exprime- 
toi&tles états vibratoires de la moitié de la lame, cette moi- 
it!é étant encastrée à l'origine dès coordonnées et libre à 
son autre extrémité, pourvu que Ton donne à l'entier z une 
valeur impaire, afin que le milieu ^<^. la lame entière soit 
un ventre de vibration. En effet, ptltique la section* droite, 
faite en ce milieu, n'est sollicitée que par des forces élas- 
tiques normales, les réactions de Tair se substitueront aux 
actions supprimées, lorsque cette section deviendra libre. 

Les sons que peut produire une lame de longueur -9 encas- 
trée par un bout, libre à l'autre, et vibrant transversale- 
ment, sont donc donnés par la formule 

ils composent la série impaire i, 3, 5,...., dont la base est 
encore n (20). 

"'Considérons, dans la lame entière, Tétat vibratoire |^ 
ph;u sîn^le, celui dont le son est n (^o), ou pour lequo^ 
ipiâtiV'Si Ton faîlY'égal à S, ou à un multiple de cetflji^tj^u- 

r)te, on aura 

iri X , z 

ic = — cos^r — sinTT-, 
, M a a 

(21) .■ 

* TTI . X ' Z 

iV:= SmTT- cOSTr-, 

a a a 
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pour représenler les déplacements au commencement de 
chaque vibration ; d^où Ton déduirait la forme de la lame à 
cette époque, forme qu'elle atteint ou dont elle part sans 
vitesse acquise. On peut supposer que le plan des xy soit 
placé a égale distance des deux faces de la lame, ou au mi- 
lieu de l'épaisseur^ cette supposition revient à ajouter une 
constante à l'arc mz^ dans les formules (17), ce qui n'al- 
tère en rien toutes les conclusions qui précèdent. La valeup 
de u (21) change de signe avec z'^ d'où il suit que, dans 
l'état actuel, une moitié des filets, parallèles à la longueur, 
est dilatée, l'autre contractée. Les filets situés sur le nou- 
veau plan des xy ont conservé leur longueur 5 ce sont au- 
tant d'axes neutres, \.e plus grand allongement, ou la plus 

grande contraction, -iFttpu sur les faces -e = qz -> et pour 



les points de l'extrémité a: = a: sa valeur est — sinTr— » 

OU Simplement > si 1 épaisseur c est tres-petite, compa- 
rée à la longueurs. La flèche est égale à la valeur de iv (21), 

, , a . 1rs 

qui correspond a z =0, a:= -? sa valeur est — • 

72. Vibrations tournantes. — Substituons, dans l'in- 
tégrale particulière (16), le sinus de l'arc mx au cosinus du 
même arc, et prenons l'entier i impair^ nous aurons les 
valeurs 

u = ms sin mx sïn mz cos m/w v'2, 
z me cosJnx cosmz cosmttù v/2, m = (nj -^ 

.^' .,. ^ 

pqtw^représenier les ^.çç&£orfé' d'une lame rec^gi 

libte ;a ses deux extrémités et .ipîncéè en sonâîrieUt' 
formules ayant lieu quel* dbèsôftnt les rappoi-ts de gran- 
deur des dimensions "de la |ame,*otf-^eut stifposer que h 
est la longueur et a la largeur, c étant toujours Tépaisseur. 
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Alors, si Ton fait 7=1, les formules (22) reproduiront 
Tétat vibratoire que Savart appelait vibration tournante, 
rt qui (loiine lieu à une seule ligne nodale parallèle à la 
longueur; le son correspondant est /i (ao), mais ici a re- 
présente la largeur de la lamei 

73. Vibrations composées. — On sait qu'une lame de 
verre, pincée en son milieu, et que l'on frappe à Tune de 
ses ei^trémités, de manière à la faire vibrer longitudinale- 
ment, exécute en même temps des vibrations transversales, 
dont Texistence se manifeste par des lignes nodales, que le 
sable dessine sur les faces latérales. Ces vibrations transver- 
sales sont nécessairement comprises dans les formules ( 22 ) ; 
mais il faut donner alors au paramètre m une valeur telle, 
que le son soit le même que celui des vibrations longitudi- 
nales coexistantes: c'est-à-dire qu'il faudra prendre w de 
telle sorte que les paramètres circulaires de r, dans les for- 
mules (6) et (22), soient égaux; d où 

(.3) „ = (,,+ ,)- — = W+.)- Y/ -^. 

Puisque toutes les sections droites cîc la lame, vibrant 
transversalement, ne sont sollicitées que par des forces 
élastiques normales, la position des sections libres, relati- 
vement aux nœuds tracés, est tout à fait indilîérentc. Le 
nombre des nœuds dépend de ;, et.toul porte à penser que 
le son qui se produit alors n'est pas le plus grave de la sé- 
rie impaire 1, 3, 5,..., appartenant aux vibrations longi- 
tudinales. 

On voit que tous les. genres de vibration connus des 
lames rectangulaires trouvent leurs lois précises, et leur 
explication complète, dans une application très-simple de 
la théorie mathématique de Télasticité. Mais cotte théorie 
indique en même temps que tous les états vibratoires, étu- 
diés par rexpérience, ne sont qu'en très-petit nombre. 
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comparés à tous ceux qui peuvent ou doivent exister dans 
les prismes solides rectangles, et qui, produisant des sur- 
faces nodales intérieures, ne donnent aucune prise au phy- 
sicien pour constater leur existence. Il ne sera pas inutile 
de donner ici quelques-unes des lois de ces états vibratoires 
inconnus, et qui existent dans le monde moléculaire dont 
nous n'apercevons encore que la surface. 

74. États vibratoires de la première classe. — Plaçons 
le prisme rectangle comme nous l'avons fait au n® 66 de la 
Leçon précédente, et adoptons les notations du n^ 65. Re- 
porlons-nous ensuite au classement général des trouve- 
ments vibratoires que nous avons faits dans la onzième 
Leçon. Les états vibratoires de la première classe, ceux 
dont la périodicité dépend de H, sont régis par les formules 
du n^ 61. Pour le prisme rectangle, on peut prendre la 
fonction F égale à l'intégrale particulière 

F = — CC'C"r = — U, 



(24) 

où le paramètre circulaire de f est 

( k = ^tk' -f- «' -f- i% 

d'où l'on conclut, pour u^ u^ w^ 

«t, pour les N„ T„ n° 26, les valeurs 
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Qa'on se rappelle maintenant qae Sa, S'^, S^ sont nuls, et 
qne le tableau 

N., T„ T„ 

(28) T„ N„ T., 

T., T», N,, 

donne les composantes des forces élastiques exercées sur 
les éléments-plans respectivement perpendiculaires aux 
Xyy, z. 

On reconnaîtra que, lors d'un état vibratoire représenté 
par les fonctions u, v^ w (26) : 1^ les faces du prisme 
rectangle ne sont sollicitées que par des forces élastiques 
normales, puisque les composantes tangenticlles ( 27) y sont 
nulles; 1^ les molécules de la surface vibrent sur les faces 
mêmes, lesquelles n'éprouvent ni déformation, ni déplace- 
ment normal, puisque u = pour x = =p a, i> = o pour 
^ = qp i, w = o pour js =qp: c 5 3^ enfin , la dilatation 6, 
quoique variable périodiquement en chaque point inté- 
rieur, a des signes et des valeurs telles, dans les difl'é- 
rentes parties, que le volume du prisme reste invariâlde, 
puisque 

I II lidzdjrdx=0. 

J — a J — h «/— c 

Ainsiy lors de tout état vibratoire compris dans les va- 
leurs (2Ô'), le prisme rectangle ne manifeste absolument 
aucune déformation extérieure, quelque grande que soit 
son agitation intérieure; et si quel(]ue fluide, gazeux ou 
autre, réagit sur la surface, de manière à détruiie les forces 
élastiques, normales et périodiques, qui la sollicitent, le 
mouvement intérieur persistera. 

Dans cet état vibratoire, le son a pour mesure —? ou 



27r 
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Tous les sons analogues, à Tunisson desquels le prisme pcul 
vibrer, formeront autant de séries complètes qu'il peut 
exister de groupes de trois nombres /, i\ i" premiers entre 
eux, si a, fc, c et les carrés a*, A*, c* sont incommensura- 
bles; le partage se ferait d'une autre manière dans chaque 
genre de commensurabîlité. Le son le plus grave aura lieu 
pour i = i' zzzi" =: i , et sera 



il / r r I 



SI les dimensions 2a, 26, ne du parai léli pi pède étaient 
très-petites, inappréciables même, sans que le prisme per- 
dit les propriétés d'un corps solide, ce nombre w, le plus 
petit de tous les nombres «^b, atteindrait une valeur énorme, 
vu la grandeur habituelle de la vitesse de propagation fl. 

75. Etats vibratoires de la seconde classe. — Les états 
vibratoires de la seconde classe, ceux dont la périodicité 
dépend de o), et qui ont lieu sans que la densité change en 
chaque point, sont régis par les formules du n° 62. Pour 
le prisme rectangle, on peut prendre les fonctions $, >3, Ç 
égales aux intégrales particulières 

(29) ?=/j?cs'S"r', Tj^r^sc'S'^r', ç=irSS'C"r', r'=icos//, 

où py y, /' sont des constantes quelconques, et où le para- 
mètre y' est 



(So) 7' = « ylm^ 4-«i 4_ /. — „« 4/ _. 4- __ 4_ ^; 

d'où l'on conclut, pour //, r, w, 

i «zuPSC'C'T', r = Qcs'C"rS «^r=RCC's"r', — 0, 

\ ) 1 

I P :=: /<7 — wr, Q = mr — //;, J{=np — tnq', 
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et, pour les N/ , T,- , *n° 06, les valeurs • ', ';. ; ■^' 

— = wPCC'C'^r', îî = — (/Q 4- /iliylOB'S''r', 

(32) { — =z /îQCC'rr', ?i = - (,,,R + /PISC'ST', 

f — = /RCC'C'T', ïî = — (izP -f- i/iQ)SS'CT'. 

Or. on reconnaîtra que tout état vibratoire, défini par les 
valeurs (3i), présente les mêmes propriétés et conduit aux 
mêmes conclusions que celui défini par les valeurs (^6) ^ 
propriétés et conclusions qui sont énoncées au paragraphe 
précédent, avec cette difierence qu'ici la dilatation & est 
nulle, partout et à toute époque. Les sons correspondant à 
tous les éjtats vibratoires, compris dans les valeurs (3i), 
composent autant de séries que ceux compris dans 1^ va- 
leurs (26); ils ont pour expression générale 



le plus grave de tous est 






, ft) / 1 I I 



et, lors de Textrême petitesse du ptrallélipipède, ce plus 
petit nombre n' aura encore une énorme valeur. 

76. Généralisation. — Les valeurs (26) et (3i) ne 
s'appliquent pas seulement au parallélipipède que nous 
avons considéré : par le jeu habituel des fonctions pério- 
diques, elles expriment les mouvements généraux d'un 
espace indéfini dans tous les sens, divisé en concamérations 
prismatiques égales, qui vibrent à Funisson, et avec des 
2« ÉDiT. 12 
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phases alternantes telles, qu'elles assigbent le même mouve- 
ment aui^ molécules de leurs surfaces de séparation. Dé- 
coupons, par la pensée, dans cet espace infini, un corps 
dont la surface ne comprenne que des faces des prismes 
élémentaires. Si ce corps^ est entouré d'un fluide, qui 
apporte ou exerce des réactions, normales et périodiques, 
sur les facettes de sa surface, toutes les concamérations 
qui le composent entreront en vibrations concordantes; il 
y aura autant d'états vibratoires possibles que les for- 
mules (26) et (3 1) en peuvent représenter; ces états vibra- 
toires seront de deux classes distinctes, les uns dont la 
périodicité dépendra de H, les autres de o) ; pour la première 
classe, comme pour la seconde, le volume total du corps 
restera invariable. En un mot, ces deux genres de mouve- 
ments sont aussi généraux l'un que l'autre, ils ont des pro- 
priétés communes, et ne diffèrent que par quelques points, 
établissant leurs caractères distinctifs. Ne sont-ils qu'une 
preuve de plus de la fécondité de l'analyse mathématique? 
ou existent-ils réellement dans la nature? A cette question, 
nous nous dispensons de répondre. 



% 
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QUATORZIÈME leçon: 

Equations générales de rélasticité en coordonnées semi-pol^lrar «a cylin- 
driques. — Équilibre de torsion d'un cylindre. — Équilibra d^astieiCé 
d'une enveloppe cylindrique. — Vibrations des tiges. 



77. Équations de V élasticité en coordonnées send-po^ 
laires. — Lorsqu'on se propose d*étudier par Fanalyse les 
effets de l'élasticité dans les solides limités par des surfaces 
courbes, les coordonnées rectilignes ordinaires se prêtent 
difficilement à cette étude, à cause de la complication des 
équations de condition. II est toujours préférable d'employer 
un genre de coordonnées curvilignes tel, que chaque partie 
de la surface du corjl^ soit exprimée par une valeur con- 
stante de l'une de ces* coordonnées. Mais alors il devient 
nécessaire de transformer les équations aux diflerence^paj»- 
tielles, qui régissent les projections du déplacement molé- 
culaire, et les forces élastiques intérieures. Nous allons 
donner, dans cette Leçon, un premier exemple de cette 
transformation. Il s'agit des solides de forme cylindrique, 
ou des enveloppes dont les parois sont deux cylindres droits 
ayant le même axe. Les trois systèmes de surfaces coor- 
données sont alors : les cylindres concentriques, les plans 
méridiens menés par Taxe, et les plans parallèles à la base. 
Les coordonnées d'un point M sont : sa distance r à Taxe, 
Tangle azimutal (f que ce rayon fait avec un plan méridien 
fixe, et la distance z du point M à la base du système cy- 
lindrique. 

Nous représentons par U, V, W les projections du dé- 
placement de M, sur les normales aux trois ^urfa^ces coor- 
données qui y passent, savoir : U sur le prolongement du 
rayon r, V sur la perpendiculaire au méridien (f , W sur la 

12. 
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parallèle à Taxe. Les trois normales , ainsi définies, sont 
qrthogonafes , et figurent respectivement trois nouveaux 
axes des 3c\y\ z\ dont l'origine est M. Nous désignons 
par R,-, 4>,-, Z, les composantes, suivant les mêmes nor- 
males, de la force élastique exercée en M sur Télément-plan 
d'une des surfaces coordonnées, en prenant l'indice i == i, 
quand l'élément est tangent au cylindre; l'indice i= 2, 
quand l'élément est sur le méridien ; l'indice t = 3, quand 
l'élément est parallèle à la base. Les composantes B; , 4>/ , Z- 
ne sont autres que les N^ , T^ , relatifs aux x^y^ z'; c'est- 
à-dire qu'on a 

I R.=N;, 4>,rz:N',, Z3=:N'3, 

Enfin, nous représentons par B© , ^0 ? Z© les composantes, 

sur les nouveaux axes, des résultantes des forces extérieures, 

d^lJ d^y d^W 
y compris les forces d'inertie -j-^» — -^, — -> 

si le corps se déforme, ou vibre. 

Nous supposons que la base et l'axe du système cylin- 
drique soient l'ancien plan des xy et l'ancien axe des z ; que 
le méridien fixe (f = o soit l'ancien plan des zx. D'après 
cela, si l'on désigne, pour. simplifier, cos (f et sincp p^r c et 5, 
on trouve facilement les cosinus des angles que font, avec 
les axes des x, y, 2, les nouvelles lignes d^s x\ y\ -?'; 
ces cosinus sont c, 5, o pour x' ou r; — 5, c, o pour j^'; 
o, o, I pour z\ qui est le même que l'ancien z. Par ces 
valeurs, les formules de transformation, qui lient les an- 
ciennes coordonnées a:, y, z aux nouvelles r, cp, ^, et les 
anciennes projections du déplacement t/, 1^, w aux nou- 
velles U, V, W, «ont 



dr dr 

T. = '^ d^ = '> 


r/<p _ 'it^^'i^.df __ c 
dx r dy r ' 


d._ d. sd. 
dx dr rd^f 


d. d. c d. 
dy^^ dr'^'rTT^^ 
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et la drfférentiadon en déduit facilementv 



(3) 



ces deux dernières équations sont symboliques et exprimint 
comment les dérivées en x ely d'une fonction se transfor- 
ment dans ces dérivées en r et cp; la dérivée cfn z reste la 
même. 

Il faut distinguer, pi^rmi les équations que nous voulons 
transformer, celles qui établissent l'équilibre d'un élément 
du corps sous l'action des forces élastiques, et celles qui 
expriment ces forces élastiques à Taide des projections du 
déplacement moléculaiï^e. Les premières sont essentielles et 
générales, elles ont toujours lieu, que l'homogénéité existe 
ou non, et quelle que soit sa nature; les secondes n'appar- 
fiènnent qu'aux corps homogènes et d'élasticitlt constante. 
Or, au lieu de transformer les premières p4ir lë& procédés 
habituels, il est plus simple d'obtenir les éqnatidns qui pro- 
viendraient de cette transformation, en cherchant direc- 
tement l'équilibre d'un élément de volume, dans le nouveau 
système coordonné. L'élément de volume des coordonnées 
semi-polaires est î*- • 

(4) (a =: dr,rd<f.dz. 



Il est compris entre deux cylindres de rayo^Sf'^V, TtI- dr^ 
deux méridiens d'azimuts ç, cj> + r/ç, et deux plans paral- 
lèles à là base, élevés de z^ z -^ dz. Désignons respec- 
tivement par R,R'5 ^^ 4>'; Z, Z' les trois couples des 
faces cylindriques, méridiennes et basigjjles, de cet élément. 
Pour exprimer son équilibre, il faut évaluer, pour les 
égaler séparément à zéro, les trois sommes ZX, £Y, ZZ 
dès composantes, suivant les axes des x, y^ z, des forces 
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élastiques qui s'exercem sur les six faces, et des forcés 

jOcoRo, ]OCi)4>o, jCcoZo qui sollicitent la masse pot). 

Ces sommations n'offrent aucune di£Bculié, puisque Ton 
connaît les aires des faces, eh les cosinus des angles que 
toutes les forces font avec les anciens axes. Dans le cours de 
Topëration, quand on a obtenu les termes fournis, à Tune 
•'àes trois sommes cherchées, par la face R, 4^, ou Z, on 
augisiéhtc chacun d'eux de sa différentielle prise par rapport 
à r, ^, ou z et Ton change le signe, ce qui donne les termes 
eue' là face R', 4>', ou Z' fournit à la même somme; 
et il ne reste, après réduction, que les différentielles des 
pi>f;miers termes. Par exemple, parmi les termes que la 
face R donne à 2X se trouve — c'B.irdtfdz ; le terme corres- 
pondant fourni parla face R' este f Ri^H -^dr]ii<f dz^ 

et il ne reste que c f r— ^ + RiA^'* ^? ^^' ^^ même, parmi 

les ternies que la face 4> donne à \fL même somme ZX,W^ 
trouve -f- 5^-% drdz \ le terme cAÂ^pondant fourni par'jip^ 

face 4>' est — f i4>, -f- -7^^?) drdz^ et il ne reste que 



-( 



s ~'\'C^t\drdz. 



Des trois équations obtenues, en égalant à zéro les trois 
sommes trouvées que Ton divise par o) (4), les deux pre- 
mières contiennent à la fois pR«^t p^^\ on.çn déduît^façi- 
lemtntdeux.au très équations où ces termes sont isolé»',*!^!, 
distraient les forces d'inertie, on a définitivement 

Ri— O2 ^ rf*^' 

(5) ■:77-^7:7r-^-:7r-^—7-+/^^o-P — ,; 



^R, 

dr 


+ 


r 




T+- 


dz 


dr 


•4- 


I 
r 


r/o» 


-f- 


d^3 
dz 


dZ, 
dr 


4- 


I 

r 




4- 


dz 



dt' 



Z, ^, r/^W 
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Ces trois équations, dans lesquelles .;. 

(6) *3 = Z„ Z, = R3, R,= *,, 



'*-- 



d'après les valeurs (i), ou par l'aunulation des mom^ts, 
sont les équations générales de Télasticité, frprimfajgiy 
coordonnées semi -polaires, ou cylindriques. "'hN^ 

On y remarquera la présence des termes >^" 

R, — <^, O, -h Ra Z, . Jb|» 

* î — > -^ > . 

OÙ les forces élastiques entrent intégralement; ce qui tient 
à la forme de TélSment ot), lequel n'est pas un parallélipipède 
rectangle : car les faces R et R' sont réellement inégales, et 
les normales aux deux faces 4^ et 4>' ne sont pas réellement 
parallèles. Ces différences essentielles se traduisent, en ana- 
lyse, par la présence des fa^Àelirs r, c ou 5 soUs les signes 
dJe i4^^iiférenlielle en r et cp, que Ton ajoute à cl^ami^ terme 
fourni, lors des sommations indiquées, par là wie R, <P, 
ou Z, pour obtenir le terme correspondant, donné par la 
face R', *', ou Z'. 

78. Formules relatives aux cylindres homogènes rf'e- 
lasticité constante, — Il faut avoir recours aux procédés 
habituels de transformation pour obtenir les composan- 
tes R;, 4^,, Z;, exprimées paç^les dérivées en r, (f, z des fonc- 
tions U, V, W. A l'aide des relations (2) et (3), on obuent 

les , , ' ' > ( *en fonctions linéaires des nouvelles dérivées, 

Çe& valeurs, substituées dans les formules (i), n° 26, qui 
appartiennent aux solides homogènes et d'élasticité con- 
sâtiite, donnent lesN^, T,-. Enfin, les relations (11), n° 18, 
où l'on substitue les cosinus évalués au n^ 77, conduisent 
aux IN; , Ti (i), ou aux R,, 4>, , Z, qiip l'on cherche. Cette 
opération est abrégceq^r l'introduction des sinus et cosinus 
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de l'arc a (f , et par des artifices de calcul faciles à imaginer \ 
dl^xonduit aux valeurs 



I dfi^-tt^' --- 1 rfV 
r ar r dff 






a|« ^'^' ^'U ^ (dV 'ifiW\ 

JB,= AÔ-f.2^-, *. = Z, = p^--f--— ), 

"^ét constate encore une fois les relations fifl^ 

Lorsque Ton substitue les râleurs (^leilans les équa- 
tions (5), celles-ci perdent de leur généralité^ et ne sont 
plus applicables qu'aux solidlrà homogènes et d'élasticité 
constante. On peut alors l/d^ffàSiKe sous la forme 

,idB (dX * dT\ d'y 

' dQ (i r/rolb J I dX\ ^ d'W 



(8) 



en posant^ pour simplifier, 

dv i ^jy>> 

dz r aç ' 



^9) 



(dr "■■;^-;^' 
r a^ dr r^ 




=:r. 






Les formules diflféri en tielles (3) établissent sans peine qiifel 
Mraniètre différentiel du second ordre A'ou -^'-h -~ H '- 
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e&t'exprimé par 



Vf' df* r dr T* rf«p* €&' 

en coor^nnées semi-pol aires.- Dans le 4^ géqér^l adopté, 
n^ 26, fft composante des forces eiLtérieures^ 'fè^dut une 
direction donnée, est la dérivée, prise dap^ éçUé direction 
mêçie, d'une fonction F dont le A' est i|i(li^.en aorte que 



# 

ê^ 


Ra:r 




ir/F 


Zo 




et puisque 


A«F = 


= 0, 


il s'ensuit 






'r 
\1l) 


I 

r 




I r/<ï>o , ^Zo 

r rfç * dz 


rz: 


0. 



D'après cette relation (i a), si Ton ajoute les trois équa- 
ûg^s (8), après les avoir respectivement multipliées par 
tîîte facteurs tels, puis différentiées de telle manière, que 

le second membre de la somme soit p -— ? â ayant la va- 
leur (7)^ pn. retroiiye, en renversant, 

ce qui devait être ^^puisque cette éi^ation exprime une 
propriété générale cle la fonction Incomplètement indépen- 
dante du système de coordonnées que Ton emploie. On trou^ 
vera facilemeijt quels termes particuliers Uq, V©, Wq dai«- 
vent entrer dans les valeurs intégrales dejii-U, V, W, pour 
faire disparaître des équations (8) les tei^gps^oiiRo^^oi Zo ; 
et Ton pourra faire abstraction de ces forces extérieures 
quand il s'agira d'étudier les effets de rélasticilé provenant 
d'autres causes, n'^* 26 et 28. * 
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Telles sont les équations et les formules de réiastitfté, 
transformées en coordonnées semi -polaires, et directement 
applicables aux solides de forme cylindrique. Elles n'étaiient 
pas précisément nécessaires aux questions très-simples et 
en petit nombre que nous allons traiter; quelques trans- 
formations papticulières et faciles eussent suffi. Mais nous 
avons pensé qiiHl était utile d'établir ces nouvelles équatîo^ 
dans toute leur généralité, pour faciliter des recherches pt|p 
difficiles, où leur emploi serait indispensable. Quelquef<Sfe^ 
dans les travaux de Physique mathématique, on abandoiUie 
une idée accessoire et qui mériterait d'être poursuivie, pai^e 
que Ton n'a pas à sa disposition les relations analytiques 
nécessaires, et que leur recherche, exigeant trop de temp'l, 
ferait perdre de vue l'idée principale. C'est alors que l'im- 
patience peut conduire à l'erreur : si. pour aller plus vite, 
on considère l'élément des coordonnées semi-polaires 
comme un parallélipipède rectangle, et si, se fondant sur 
une analyse spécieuse, on évalue les R;, 4>,-, Z,- au mojjvf 

■I 1VT rn 1 . 1 1 ^("» ^> ^) 

des JV,, r,, en y remplaçant simplement les-— : 

parles ,A ' / — tt» on a ainsi, et rapidement, des for- 
mules fausses. 

791* Équilibre de torsion d^uri cylindre, — Considé- 
rons l'équilibre d'élasticité d'une lige cylindrique, verticale 
et tordue. Nous supposerons que la tige soit fixée à son 
extrémité supérieure, prise pour la base, que son axe ver- 
,^al soit dirigé de haut en bas et que la tor^on ^it lieuse 
u^te à gauche. On peut prendre pour les piojectionsjnù 
délfecement » ^ 

(i4i'^ ^=0, f=arz, W==o; 

la constante a représente l'angle^ro torsion; ni Tangle cp, 
ni |l^ temps t n'entrent dans ces v^éùrs; onfait^abstraction 
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des iUl^ 4>0 9 Zo; les formules (7) donnent 

N;=R, =0, N',=:4),=:0, N'.=:Z3 = 0, 




lations (5) sont vérifiées. Ainsi, toutâs les surtaces 
Criques intérieures, et aussi la surface de la tige, ne 
licitées par aucune force élastique ; les faces méri- 
) et basiques de tout élément de volume &) sont solli- 
pardes forces élastiques tangentielles, dirigées parai- 
èîent à l'axe pour les premières, suivant la tangente au 
cylindre r^pour les secondes. 

'L'équation (i a) du n° 22 se réduit à A* — T*A = o ; les 
trois forces élastiques principales sont donc o, — T, + T ; 
on obtient leurs directions en substituant successivement 
ceijgilenrs avec les N^, T^ (i5) dans les équations (lo) du 
n^^^lte, et rapportant les cosinus m^ n^ p aux lignes 
x', y^ z\ définies plus haut, n° 77. La valeur A = o 
donnep.= o, «==0, m = I, ou la direction de r; c'est- 
à-dire que toutes les forces élastiques sont dirigées dans im 
même plan, tangent .aijf ^tllindre r. La valeur A = -^''¥* 
donne «-|-^ = o, ^'e^tj^^nlire que l'élément-plan fur 
lequel s'eierce la pression normale — Ta pour équatjon 
y — 2' = o, passe parle rayon r, et s'élève dans le sens du 
déplacement Y, sur un angle de 45 degrés avec Thorizon. La 
valeur A = 4-<T donne n — p = o, c'est-à-dire que Télé- 
ment-planilir j^quel s'exerce la^^action normale + T a 
pour équat^n y -f- 2^ == o, passe par le r^on r, et s'a- 
baisse sous un angle de 45 degrés avec l'horion. 

Dans le cas actuel, la relation (6), n° 32,^ui constitue 
le théorème de Clapeyroiir, conduit d'une manière très- 
simple à la taleur de l'angle de torsion a. En effet, le 
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premier membre de celte relation est, îcî, ZFra oa «M, 
M étant le moment total des efforts qui ont produit la tor- 
sion ; le second membre est 



fff{''"-î) '"-'''" 



Ici, F est nulj et G se réduit à — a}a*r*] l'intégrale 
devient j 

étendue à toute la tige dont la loi>gueur est / et le rayon R, 
elle donne 

4 

La relation citée se réduit donc à, 

valeur qui reproduit les lois connues de l'angle de torsion. 

80. Équilibre d'élasticité d'une eni^eloppe cylindrique. 
— Nous allons étudief maintenant l'équilibre d'élasticité 
d'une enveloppe solide cylindriijue, dont la paroi intérieure, 
de rayon R, soit soumise à une pression constante — P, et 
dont ia paroi extérieure, de rayon R', soit soumise à une 
autre pression — P'. Nous supposerons P plus grand que P', 
et tellement que R'P — R"P' soit positif. Le cylindre 
est fermé par des fonds, plats ou courbes, soumis aux 
mêmes pressions, et ajustés de telle sorte, que 11eiiveUf|)pe 
cylindrique éprouve. une traction F parallèle à l'axe, et de 
môme intensité sur -toute Télendue d'une section droite 
annulaire; cette condition éjablit l'équation 
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d*où 
(.6) F = ____. 

Dans ces circonstances, V = o, U et W sont indépendants 
de c{i et de f 3 de ce que les composantes tangentielles des for- 
ces élastiques sont essentiellement nulles sur les parois, il 
suit que U est indépendant de Zy et W de r. Les valeurs (7) 
deviennent 

, r/U , /U dVi \ 
(«7) I *,^(, + .^)-,^x(^_4-— ), 

Os = Za = o, Z, = R, = o, R, = 0, =0. 

Enfin, des équations (5), où Ton fait abstraction des 
Ro , 4>o » 2>o î I31 seconde est identique ; la troisième donne 



d'où 




i?=« 


1, ou 


d^Yf 

-dV='' 


(18) 






W = 


cz; 


la première 


devient 










^R, 
dr 


r 


: — = ®' 


et, par 


les valeurs (17), 


se réduit à 






d^V I c/U 
dr"^ r dr 


u 

-73 = 0, 


d'où 










('9) 




1 


U = ar 


b 



c, a, & sont trois constantes. 
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Les formes nécessaires des [fonctions W (18) etU (19) 
étant maintenant connues , les forces élastiques principales 
(17) et la dilatation 6 sont 

R, — 2 (> -+- fx) fl — 2fi — -f- ).c 
b 



Or, Zj doit être égal à F, Ri doit devenir — P pour r = R, 
et — P' pour r= R'^ ce qui établit entre a, è, c les trois 
équations 

(X+2fx)c-t-2\fl=: ^,,_^, y 



R» 

il^b 
rTT 



2(>H-fx)a-^+U = -P', 



qui donnent facilement 



"" 2p(R'^ — R») ' 

, , ; I R^P — R'^P' 

(^') ^ = ^^3iqr^-F^zrRr' 

3 R^P —R^^P^ 
3XH-2fx R'' — R^ ' 



= 



d'où l'on conclut que Tenveloppe est uniformément dilatée 
dans toute son étendue. Avec ces valeurs (21), 4>i devient 

_ R'P — R^»P^ R^R^»(P — F) 
'^'— R'î — R» "^ r'(R'2 — R») ' 

c'est-à-dire que la section méridienne ou diamétrale de 
l'enveloppe éprouve ime traction normale, variable, et 
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dont le maximum, qui a lieu vers Ift paroi intérieure, 
est 

R'P — R'»F + R'^(P-^P') 

(^^) A- ^;,— ^5^ 

Si Ton donne à A la valeur limite que la traction maxîma 
ne saurait dépasser, sans faire craindre une altération per- 
manente, la relation (I22) conduit à 



<'3. ^'=\/: 



AH-aP' — p / P— P' 
2 T = 



\/-- 



R' 
pour la moindre valeur que Ton puisse donner au rapport — • 

Cette valeur indique que, si la pression intérieure égale ou 
surpasse la limite A augmentée du double de la pression 
extérieure, l'enveloppe s'altérera inévitablement. Posons 

(24) R' = R(H.^), J^' = e; 



eR donnera Vépaisseur de Tenveloppe; dans la pratique, 
P — P' est la pression effectwe^ et son rapport e à A + P 
est ordinairement une très-petite fraction; alors Téqua- 
tion (23 ) se réduit à 

|-f-d=:(l — 2e) ^i=:lH-e, 

ou bien 

(25) e = e, 

formule d'une simplicité extrême, et certainement plus 
exacte que toutes les formules empiriques employées dans 
des circonstances analogues. 

Dans un ancien travail déjà cité, n^ 68, se trouve la solu- 
tion d'ita problème général, qui consiste à déterminer l'é- 
quilibre intérieur d'une enveloppe cylindrique indéfinie. 
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lorsque les deux pkrois sont soumises à des forces doniiëes, 
variables d'un point à Tauire de ces surfaces. Nous ne re- 
produisons pas ici cette solution, encore trop compliquée. 
D'ailleurs nous avons pour but, non de donner un traité 
complet, mais de montrer, par des exemples simples et va- 
riés, l'utilité et l'importance de la théorie mathématique 
de Télasticité. 

81. Vibrations longitudinales (ïune tige cylindrique. 
— Quelques mots maintenant sur les étals vibratoires des 
solides de forme cylindrique; ils sont régis parles équa- 
tions (8), où Ton fait abstraction des R05 4>o, Z©, et où 

l'on remplace ^ et -par îî' et w*. D'après la théorie 

donnée dans notre onzième Leçon, ces états vibratoires 
composent deux classes distinctes : pour ceux de la pre- 
mière classe, les termes en Ck)' disparaissent des équations 
générales, les fonctions Jl>, olb, F (9) sont donc nulles, ou 
biei;i l'on a 



(26) 
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dVi 
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dV 
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d,^ 
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^ dz' 


d^- 


= dr' 


puis, 
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intégration et 


.par 


substitution, 
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dF 




_ I d¥ 




dF 






= 7?' 


V: 


^ r d<f 


w = 


Tz' 


(27) 




< 

( 






d'F 










■ Q=i 


A^F, 


dt' "" 


; Û'A^F. 





Pour les états vibratoires de la seconde classe, les termes 
en îl' s'annulent dans les équations (8), transformées 
comme il est dit plus haut, et Ton a 

I d\5r I dV dVf 
r dr r dif dz 

Les vibrations longitudinales que Ton fait naître dans 
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une tige cylindrique, en la pinçant au milieu, et la frottant 
parallèlement à la longueur, appartiennent à la première 
i^lasse. Le déplacement étant parallèle à Taxe, U = o, 
V= o, et W existe seul \ la fonction F (27) est donc indé- 
pendante de r et de yj W ne contient que z, f , et doit 
vérifier Téq^uation 



- * wv •^=fl'*^ 



les^iîomposantes tangentielles (7) <I>8 == Z, , Zi = Rj , R, =: fl)^ 
sont nulles d'elles-mêmes et partout. Si a est la longueur 
de la tige, dont une extrémité est à Torigine, les vibrations 

dont ili!tigit sont représentéet^parTéquation 

■ ^ ■ .'■*.'' 

z dt 

W = C0s(2y-+- l)ïr-COs(2/-+- l)7r — 7 

comme leis vibrations longitudinales de la lame rectE(hgu- 
laire, n° 70^ et Ton est conduit aux mêmes conclusions. 

82. Vibrations tournantes et silencieuses. — Un état 
vibratoirie de la seconde classe a lieu quand Y existe seul et 

ne varie pas avec y; alors U = o,W = o,— = 0, d'où ^■' 

9 = 0. Les composantes tangentielles Zi = Rj sont nulles 

d'elles-mêmes; il en est de même de Rj = 4>i, si — = -» 

y tir r 

ou si l'on prend V = rf^f ne contenant que 2 , r et satis- 
faisant à Téquation 

dt^ ** dz''' 



pour lacomplète vérification des équations générales. Il faut 

en outre que la composante 4>j = ^ — - soit nulle aux exiré- 

a«iDiT. i3 
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mités, si elles sont libres^ c'est çe,.qui aura lieu si ron 

prend / 

z ^t 

V m t-cos/tt - cos/tt — t 
a a 

valeur qui remplit d'ailleurs toutes les autres cpnditiou$. 
Les composantes normales Rj, 4>s, Zs étant i 
de mouvement vibratoire s'établit sans quel 
du cylindre soit sollicitée par aucune force e|| 
tangentielle, ni normale 5 de plus, les molécules 
surface vibrent sans en sortir, et le cylindre n'éprouve au- 
cune déformation périodique. Jkl serait difficile d'imagînep 
un état vibratoire plus si&H^ux et plus impe^c^eptible. 
Les expériences sur le periniile, faites au Pantnéon par 
M. Foucault, ont constaté un mouvement de cette nature, 
par les oscillations tournantes de la boule spbérique atta- 
chée au long fil pendulaire. 




^..■A 



w* 



t 
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\ QUINZIÈME LEÇON. 

Équî^CufDS générales de l'élasticité en coordonnées polaires ou sphériques.- 
Enyeloppe sphérique Tibrante.^Yihrations des timbres hémisphériques. 



'83. Équations de VéliàficUéiÀi boordonnées polaires 
oufphériques, ■_ — Les corps solides terminés par des sur- 
faces sphëriques offrent plusieurs applications importantes 
de la théorie de rélasticité, que nous allons exposer dans 
.<^^ Leçon et )^;uiiyftntc. Il est donc nécessaire de tra^s- 
fermer encore .](fie fois les équations générales, pour les 
exprimer en codrdi^nnées polaires ou sphériques. Les nou- 
yélles surfaces conjuguées sont : les sphères concentriques, 
les cônes d'égale latitude et les plans méridiens^. les nou- 
velles coordonnées d'un point M sont: la distance r au 
centre du système, la latitude (f ou l'angle que la lirae r 
fftit avec le plan de Téqualeur, la longitude ^ ou llmgle 
aziinutal que le méridien de M fait avec un autre méridiien 



. ^otts représentons par U, V, W les projections du dé- 
placement de M, sur les normales aux surfaces coordon- 
nées qui y passent, savoir : U sur le prolongement de r, V 
sur la tangentâ à la méridienne et vers le pôle, W sur la 
tangente au parallèle du côté opposé au méridien fixe. Les 
trois normales, ainsi définies, sont orthogonales, et figurent 
respectivement trois nouveaux axes rectilîgnes des x\y\ z\ 
dont l'origine est en M. Nous désignons parR,, 4>,, Y, 
les composantes, suivant les mêmes normales, de la force 
élastique exercée en M sur l'élément-plan d'une des^surfaces 

i3. 



t 
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coordonnées 5 en prenant Tindice 1 = 1, quand l'élément est 
tangent à la sphère 5 l'indice / = 2, quand Télément est tan7 
gent au cône de latitude; Tindice i = 3, quand l'élément 
est sur le méridien. Les composantes R/, *,, ^/ ne sont 
autres que les N', T^, relatifs aux x', j', «'-, c'est-à-dire 
que l'on a 

^'^ (*3=T,=r,, %=r3=t;, R.=*^=r3. 

Enfin, nous représentontpar R,^, 4>^,, 'F^ les composantes, 
sur les nouveaux axes, de la résultante des forces extérieures, 

y compns les tocces d inertie — ~tt^ — "wT ' wT* 

ai le corps se déforme ou vibre. 

Nous supposons que le plan de l'équateiir et la ligne dès 
pôles du système sphérique soient l'ancien plan des xy et 
l'aiicien axe des z, le méridien fixe (f; = o étant l'ancien plan 
des zx. D'après cela, si Ton désigne, pour simplifier, cosf 
et çiny par cet5, cos(|; et sin(|; par c'etf', on trouve facile- 
ment les cosinus des angles que font avec les axes des x, 
y, z, Jes nouvelles lignes des x\y\ z'\ ces cosinus sont cc'^ 
cs\ s pour x', — sc\ — ss\ c pour y y 5, e, o pour z\ 
Par ces valeurs, les formules de transformation <I^ JîfDt 
les anciennes coordonnées x, ^, z aux nouvelles r, ,!cpyf^ 
les anciennes projections du déplacement u, (^, tv aux ne 
velles U, V, W, sont 

X = rcc\ y = rcs* y z= rs, 

'=,^x^-^X*-[-z% taDgy=-p 9 tang>|* = ^, 

^^' ^ u = cc'V-'Sc'Y — s'W, 



• » 


. st}« jj'i^nsfiCVttL 


ethififfli^iîiiêifai en déduit .fa<»lemeDt 


4 


-^VV*, dr ' ,'-' dr 




é/^ #c' f /i?ç ss' d(f c 

\ dx r '. dy'^ jr. '. é/« r* 


d^ . *' • rf^. c' d^ 
dx- h\ dy-rc' dz-""' 


WJ 


d._ ,d. se' d. s' d. 
dx dr r dif rc d-^ 




dy ^ dr r dtf rc d^ 




d. d. cd. 
dz dr rdif 
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Ces trois deroiîères équations sont symboliques et expriment 
cornaient les dérivées en x^ j*, z d'une fonction se trans- 
formât dans ses dérivées en r, (f , ({;. 

Pour obtenir les équations générales de' l'élasticité, ex- 
primées par les dérivées des R,, 4>,., ^£v îl est préfér^^le 
d'établir directement l'équilibre d'un élÀnent de volume 
dans le nouveau système coordonné. L'élément de volume 
des coordonnées polaires est 

(4)' îù=zdr,rdf,rcd^', 

il est compris entre deux sphères de rayons r, /'-}- dr^ deux 
cônes der latitudes y, y 4- ^icp, et deux méridiens de Ion- . 
gitudes (p, (p Ht d^» Désignons respectivement par R et R', 
<& et 4>', Y et y les trois couples des faces sphériques^ 
coniqu^ êi méridiennes, de cet élément. Pour exprimer 
son équilibre, . i| faut évaluer, pour les égaler à zéro, les 
trois sQmj)Mi8 £!S^ ZY, ZZ des composantes, suivant les 
axes i|^ x, ^M^ ^^ forces élastiques qiù s'exercent sur 
les six.jE^c€s, Qttles forces ptù'R^ P^^^^ i^^^o? 4^^ ^^^* 
licitent la massepcd. Ces sommations sont faciles, puisque 
l'on connaît les aires des faces et les <^inus des angles 
que toutes les faces font avec les anciens axes. Quand on 
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a obtenu les termes fénrft» h Tune (ïerctM^t. "tînmes 
cterchées par la face* R', 4> ou 'F, on ali%^tÂéSVe chacun 
d'eux de sa difiFérentiçlle prise par rjipport jt.r, (y ou (//, et 
l'on change le signe, ce qui donîpe Iqs fermes que la face 
R', <!>' ou ¥' fournit à ki.mèmé'sommé; et il ne reste, après 
réduction, que les dîSerenliellesTdes preçiiers termes. 

Les trois équations obtenues, en égaTànt à zéro \ejS tfois 
sommes trouvées que Ton divise par o) (4), contiennent à la 
foi^ pRo 5 /54>o et p Yo 5 on en déduit facilement trois antres 
équations où ces termes sont isolés, et, ^trayant le^ forces 
d'ine^rtie^'on a définitivement > 

dr rc d(f ' rc d^ r r • r ^^a 

ces trois équations, dans lesquelles on a 

(6) 4>3 = V„ V. = R3, R2 = 4>„ 

fl'après les valeurs (i), ou par l'annulation des sommes des 
moments, sont les équations générales de l'élasticité, ex- 
primées en coordonnées polaires ou sphériqite|. .. 
On remarquera, dans ces équations, les Ceiqjbes 



r 

7c . 



où les R;, 4',-, Vi entrent iutégrftlemcfot, et aussi la pré- 
sence du facteur c sous le signe déd,'différeiftiatioiis par 
rapport à (f ; ce qui tient à eé que l'élémeial; wVest pas un 
parallélipipède rectangle : car, ni ses faces sphérîqjaesRjB;', 
ni ses faces' coniques'^, ^^ti^e: sont égales, et, dé plus, 
les normales à ses faces méridiennes ne sont pas parallèles. 
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•Ces inégalitës se traduisent, en analyse, par la présence 
" des* facteurs r*, c ou 5, c' ou 5', sous le signe de la dif- 
férentielle en r, cf, i|/, que Ton ajoute à chaque terme 
fourni, lors des sommations indiquées, par la face R, 
^ ou y, pour obtenir le terûie correspondant donné par 
la face R', *' ou ¥'. 

84. Formules relativ^es aux sphères homogènes d'é- 
lasticité constante, — Il faut avoj|r recours aux procé- 
dés habituels de transformation pour obtenir les R,-, 
4>,-, ^i exprimées par leS dérivées en r, y, ^ des fonc- 
tions U, V, W. A l'aide des relations (2) et (3), on obtient 

les ■ • * * — ( en fonctions linéaires des nouvelles dérivées* 

On substitue ces valeurs dans les formules (i), n° ^^^qpï 
appartiennent exclusivement aux solides homogènes. î|A$-> . 
lasticité constante, ce qui donne les N,, T,. Enfin, les \ 
relations (11) du n° 18, où l'on substitue les cosinus éva- 
lués au n° 84, conduisent aux N[ , T', ( i) ou aux R, , 4>, , ¥,-. 
Cette opération, nécessairement longue, est facilitée par 
L'introduction des sinus et cosinus des arcs aip et 2Cf ^ elle 
C0q(biit aux formules 



'^? dr 



L — 
rc d(f 



I ^ 
rc rfij/ 



ar 



(7) 



/U ^V \ dVf\ 
^ \r c r rc d^ I ^' 

\rc d^ r d<f c r / 

fdW W 'I dV\ 

I „ . / 1 rfU rfV v\ „, 
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Enfin, par la substitulîon de ces valeurs dans les équa-. 
lions (5), qui perdent alors leur grande génëralité, on 
obtient celles-ci : 

(8) (X4-2^)._4-p^^--J4-pcr(^4>.-_j=:o, 
en posant, pour simplifier, 




[dV_d^\^ 
\dff dr J ' 

Si Ton ajoute les trois équations (8), après les avoir diflGé- 
rentîées, la première en ç^ la seconde en y, la troisième 
en (p, on élimine les .<li, il^, F; ce qui fait disparaître aussi 
les forces extérieures Rq , 4>o , Yo? quand elles sont, comme 
on le suppose, les dérivées 

ar r d(f rc ay 

d'une même fonction F,>, vérifiant lequation A'F^j = o. 
On obtient ainsi Téquation 

rf^O >4-2ft | ^ I d^ id^O I 
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puisque cette équation fond^ihentale, qui régit la fonction B, 
ou la dilatation, est nécessairement indépendante du sys- 
tème des coordonnées. 

8S. Env^eloppe sphérique vibrante, — Telles sont les 
équations et les formules de l'élasticité, transformées en 
coordonnées polaires , et directement applicables aux 
sphères solides et aux enveloppes sphériques. Nous consi- 
dérerons d'abord les vibrations. D'après la théorie donnée 
dans notre onzième Leçon, ces vibrations sont régies par 
les équations (8), où, faisanit abstraction des Bq, 4>o, ¥o^ 
on remplace i -f- 2|x par pÛ', /x par pw'j elles se parta- 
gent en deux classes distinctes. Pour les vibrations de la 
première classe, que nous étudierons seules, les termes 
en cii>' disparaissent, les fonctions X, ifl, F (9) sont nulles, 
et l'on a 

dr\^_drc^ drcW _dV dXJ _drY 
^'°) 7f*"~^' dr '^ d^^ "57"""^' 

d'où Ton conclut, F étant une nouvelle fonction, 

U— — V — i^ w — -î--* 

dr^ / djf rc o^ 

l dr I dm ï^'d^F „ 

r* dr r^c d<f r^c^lgj^' 

car les formules différentielles (3) montrent sans peine que 
le paramètre diiTérentiel du second ordre A', ou 



/d^ d\ fPA 



transformé en coordonnées polaires, prend la forme 




(12) A 5 \ ^r ^7 ~^ *~?Âripy 
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Par les valeurs (i i); les trois tfq&itions générales se rédui- 
sent à celles-ci : 

(i3) ^z=za'9 = a'^^F. 

Ainsi les mouvements vibratoires de la ]^mière classe, 
dans un système sphérique, sont représentas par les dépla- 
cements U, V, W (il), dans lesquels F est une fonction 
qui vérifie l'équation (i3). 

Proposons-nous de trouvée .ceux de ceâ mouvements vi- 
bratoires qui peuvent s'éta^liinldans une enveloppe solide, 
comprise entre deux sphères concentriques de rayons r© 
et i\ , lesquelles sont en contact avec des fluides qui ne peu- 
vent exercer sur elles que des pressions normales.. Les va- 
leurs (il) transforment les composantes tangentielle*s ^i, 
Yi (7) de la manière suivante : 



(«4> 



_ l\_d\i dS V\_2ft \dr r) 
' • \^ </ç dr r j r d^ 

[/' - f [Tid^ ■+■ -dF - T j - 77 — ^ 



puisque ces deux composantes tangentielles doivent être 
nulles sur les pa^s^;'>et cela, quels que soient y et 4, la 
fonction FdevrajÇ^â telle, que 

(10) — z=z -^ pouB rzrzroy et pour r=rt. 

» ' _, 
Hs'agitdonc de troatèjS^dei intégrales particulières de l'é- 
quation (i3) qui remplissent cette double condition (i5), 
et ces intégrales représenteront autant d'états vibratoires 
possibles de l'enveloppe sphérique. 

Nous donnerons d'abord une autre forme à Féquation ( 1 3) • 
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Sî l'on prend pour une nouvelle variable a le sinus 5 ût la 
latitude, d'où 

M" 

Mè A* (li) s'éèrira de cette manière'l^ 

î f 

C'est la forme adoptée d^ns la théorie analytique de la cha- 
leur, et dans celle de l'attraction des sphéroïdes, où se 
trouvent résolus les divers problèmes d'analysequi se pré- 
sentent ici, et dont nous nous contenterons d'énoncer les 
solutions. 

L'équationaux différences partielles(i3), ou, d'après (17), 
celle-ci ; • 



est vérifiée -par lis produit / ;,V;1" 

(19) F = êl3^^^. . .. .: , 

OÙ ^est une fonction de t seul, qui satisfait à l'équation 
différiéntielle 

(20) —^g^a^^^Q^ ^^^ 

où X est une fonction de f et de ({;, vérifiant l'équation aux 
difjférences partielles • ^ 

(21).. -.-— + ^^^n{nrhi)Sf^ = o; 
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enfin 9 où ^ est une fonction de r seul, qui satisfait à l'équa- 
tion différentielle 

n est un entier quelconque, q un paramètre arbitraire. 
On s'assure aisément que le produit (19}, substitué à F, 
rend l'équation (18) identique quand on élimine les déri- 
vées à Wi^è des équations (20), (21), (22). L'intégrale 
générale Je l'équation différentielle (20) cit 

(23) ^=Hcos(ynr)-h W ûïï[qsit)^ 

H, H' étant deux constantes arbitraires. 

La-£oncti^dn X ne doit devenir infinie pour aucune valeur 
de cp et dç.il) olle doit conserver la même valeur quand 
Tare ^ augmente d'une ou de plusieurs circonférences 5 de 

plus,vJa variable ^ doit en disparaître quand cp = zh -9 ou 

qnaud a = ± i . Ces propriétés sont essentielles pour que X 
ouïe produit (19) puisse représenter la loi d''tin pbénô^ne 
dans un système sphérique complet; eUe^]^ figent l^lie n 
soit un nombre entier, et jCé^uisent l'intégrale générale de 
l'équation (21) à Ta formule suivante : 

Xn = P^*^ («n COS n^ -h ^„ Sin 72 \p ) 

+ P[^'^ [On^x COS (/2 — l) >I* -h bn^x sill (rt '^'IS^fî^t 
-+- i?i^^ [tf «~a C08 ( 71 ~ 2 ) 4 + ^n-, sin (/l — 2)|] 

(4) { + pC3) [«„_3cos(/i - 3) >]/ ^- ^„_3sin(/i- 3)^|;1 



-h P^""'^ ( Oi cos >||j4- ^a sin 2 >I* ) 

-+- P|["~'^ (ûi cos^^ 4- ^1 sin^^) 4- P^„"^ «.; 



SUR l^ihkSTiClTÉ. 2o5 

djmp laquelle les ^ représentent, pour simplifier, les fonc- 
tions de a que voici : 






?;;•>= (I-a«)^ P;['>r=(i-a') ^ .a, 

p«=(.-,.,'^.(.._jji-^), 

<•> = (, -a.)^ [a. ^a>+j ^^ =1 

* ' L 2/ï— I (a/i— i)(2/i— 3)J 



» 2(a/l— l) 2.4(2/2— l)(2/2— 3) '"' 

et où les 2 71+1 coefficients a^-, £/ sont des constantes arbi- 
traires. 

L^équation différentielle (na) est vérifiée par la valeur 

où Wn= f cos (^Tsina:) cos^'^^xflfjr. 

L'intégrale définie gi)„ s'obtient sans difficulté par les pro- ^ 
cédés ordinaires du calcul iDÛnitésimal *, on trouve 

singt ^ , . . 

w.= 5 ^i = -r:i (sinqr^qrcosqr), 

qr q^n ^ 



an{2n — l) 2/2(2» — 2) 



(26) { f^n = -^, W«-l 



gr*r* q^r* 



«» 



2.3.4 r/ ^''•*\ • 1 

Nous désignerons, pour abréger, par m', '^pFlés deux pre- 



>r4i*îs*"^' 



:io6 v,.. M^vs .\ 

mières dérivées de la fonctlou m (25), qui, vérifiant l^fc{tti- 

tîou...(a2), donne 3^ 

(27) r^m'^ -hurm' -h[q^r^— n(n-h l)]m = o. 

On sait que , m étant une intégrale particulière de iÇ^ua- 
lion (22),. l'intégrale générale est{(C -f- B 1 -^ — - j m, où C 
et B sonti'deux constantes arbitraires ; nous prendrons 

/•'■ dr 

(28) ^=(l-hBS)OT, où S=r / -—-, 

en faisant C = i, ce qui ne diminuera en rien la généralité 
du produit (i9),'*>à cause des constantes arbitraires qui 
entrent déjà dans les autres facteurs ^et 31i. 

Pour que le produit (19) satisfasse à la double condi- 
tion (i5), il faut et il suffit que Ton ait ♦ 

. . dSi Si. 

(29) -j-:=— pour r=:ro, et pour r=^rr^ 

''\. ' " - • 

cette équation (29), quand r y reste indéterminé et que ^ 
a la valeur (28), prend la forme 

B=;(i +BS)r/ii(/w~r/7i'), ^, ^.. 

d'où l'on déduit 






rm [m — rm' ) B' 



et si, pour désigner la valeur que prend une fonction de r, 
quand r=ro, ou quand r=^ri^ on place, au bas de la 
lettre qui exprime cette fonction, l'indice o ou l'indice i, 
on devra avoir 

i/^^« dr _ 1 I 



% 
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" i îjj . . * - • 

ik premièrej^e^s relations esl une éqvfiûioii^ptSpêi^ 
doiriife paramètre q doit^re une des r^j^nes^ la seconde 
déteè'mine la constante^^ lorsque q est connu. - * 

Ainsi les produits tels que F (19) qui, salTSfaij||i)]ft è tik^» 
les conditions imposées, représentent des états 'vt|tHnploî>'%is 
possibles de lenTelop^ sphérique, forment tine.lbHe^^ 
table à double entrée : car Tenlier n peut avoii* tetiup lés 
valeurs, depuis zéro jusqu^à Tinfini ] et, pour cliaqué Pâleur 
de 7Z, il existe une équation transcendante (3o) dont les 
racines, en nombre infini, sont at^aht de valeurs corres- 
'pondantes du paramètre q» Il y a autant de produits (19) 
diflërents que de couples de valeijrs de n et q] chacun de 
ces produits contient 4 '* -i!* 2 constantes arbitraires, savoir : 
2W H- I pour la fonction B^^ (^4) qui sert de coefficient à 
cos(qilt)y et 271 -H I pour le coefficient de sin[qfLt) dans 
^ (23). Tous ces produits étant réunis par voie d'addition, 
en conservant tous leurs coefficients distincts les uns des 
autres, formeront une intégrale générale de Téquation (18), 
satisfaisante la double condition (i5). 

Cette intégrale représentera le mouvement intérieur de 
l'enveloppe sphérique, quand l'état initial ouïes déplace- 
ments primitifs seront tels, qu'il y ait dilatation- ou con- 
traction en chaque point du solide. S'il résulte de cet état 

initial qiie F et sa dérivée -7- étaient alors des fonctions 

connues de r, y, ^p, toutes les constantes arbitrai réside Tin- 
tégrale générale pourront être complètement déterminées, 
en appliquant la méthode d'élimination ^ar intégrajËqns 
définies, dont on fait un si fréquent usagis^àiis toutes les 
théories physîco-ma thématiques, et qu'il .est.ioMtilo de 
reproduire ici. Comme dans les autres corps sQsçi^i^s^ le 
mouvement intérieur de l'enveloppe sphérique résiiïte de 
la superposition ou de la coexistence de tous les états vi- 
bratoires possibles auxquels les valeurs trouvées des coeffî- 



I 
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cieats assignent leurs amplitudes relatives. Chacun de ces 
états TibratoirejH correspond à un couple de valeurs de n 
et 75 il pourrait exister seul r^ l'état initial s'y prêtait; on 
peut dope l'étudier isolément. 

•La seconde équation (3o) se simplifie singulièrement 
ijniand'jfépaisseur de l'enveloppe est extrêmement petite, 
comparativement au rayon To de la paroi intérieure. Elle 
sc^r^uit alors à 

rm (m — rm') i 
-z — - = o,pourr=r., 

équation qui devient successivement 

i — '-h[m~-rm'Y 

dr ^ ' 

2/iî — [r^m^^ -h irm') 



= 0, 



r^m (m — rm'y 
et, par la relation (27) , 

r^{m — rm'f * 

ce qui donne enfin la seule valeur 

(3i) g^ ^(n-i)(n+ 2). 

''0 

Lora de ce «as extrême, l'enveloppe sphérîque devient une 
sorte de s^urfa«|e élastique vibrante, analogue aux membra- 
nes, mais qijlE;' n'exige pas de tension préalable. D'après 
l'unique valeur (3 1), les sons que peut produire l'enveloppe 
sphérique mince sont exprimés par 



a 



^ = —^sl{n-^)(n + .), 
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le plus grave de ces sons correspond à /z = 2 -, il a pour 
mesure • 

Trro 



tous les:ëtjits. vibratoires de l'enveloppe spliérique, il 
eagsjCe^lméj^Àlinité pour lesquels la section équatori 



86. Vibrations des timbres hémisphériques, — Parmi 

en 
Drîale 
) îjtie des forces élathtiques normales 5 c'est-à-dire 
qii^^sonf tels que, pour 9=0, les composantes tangen- 
tiellesRi et Yj (7) sont nulles. Ces états vibratoires parti- 
culiers peuvent s'établir et persister dans le timbre hémi- 
sphérique, qui résulterait de J'enveloppe coupée suivant 
son équateur. Les plus sirojâpir Correspondent à n = a. Si 
Ton prend ^ 

5^11,2 = cos^a sin 2\p, 

(33) ^ L ' Jr. '^'»'A 

( I — -^7- ) sm qr — CCS qr 



il en résulte, Payant la valeur (aS), 



U = ---^cos*(Psm2\p, 
tir ' 

V = c7 cosf sin^sm 2^p, 

W == c7cOS(PCOS2ip, 

r ' 



(34) 



.R2= — -î-i- ( J ^cosy smysm2ip, 



^* ÉDIT. 



4^ ^ .- I 

^2 = — -î— - ^sm^cos2y, 
r* 



4 



aïO LEÇONS 

et Ton voit que sur réqualeiir, ou pour <y = o, les forces 
tangenli elles Rj et Vt sont nuiles. lèpres leurs valeurs (34), 

sur les méridiens orthogonaux, ^='^0^^ = -, U et V sont 

constamment nuls 5 W est, au contraire, à son maximum 
d^amplitude^ c'est-à-dire que les molécules de ces méridiens 
vibrent sur les petits cercles parallèles à réquateu BLE n tout 
autre lieu, U existe; il atteint sa plus gràY^StAt 

sur les méridiens bissecteurs, ij; = -, i|; = 3 - • C'd 

explique les rides, les deux lignes de repos, et les projec- 
tions de gouttelettes que l'on, remarque à la surface du 
mercure, dans un verre bé^sphérique mis en vil^ration. 
Si le verre est très-mi itdv^P p^ut admettre qvLéiîi^^ara- 
mètre q n'a pas d'autre vll^^r que celle qui résulte de la 
formule (3i), quand n = 25 ce qui donne N (32) pour la 
hauteur du son produit. Sinon, plusieurs états vibratoires 
dilFérents peuvent coexister dans le verre ou le timbre, 
correspondant tous à ^i = 2, au même système nodal, mais 
à des valeurs différentes du paramètre 9 5- d'où peuvent ré- 
sulter plusieurs sons simultanés, incommensurables entre 
eux, mais assez voisins pour expliquer le phénomène connu 
sous le nom de battement des cloches, ^[VA 

On remarquera que les vibrations des timbres appartien- 
nent à la première classe, tandis que celles des cordes, des 
(ames^ des tiges, dans les instruments, sont de la seconée 
*Hllasse. Si l'on considère que la densité du corps soiiQr^.^^^aiiei 
Jl^iodiquement lors des premières vibrations, et resjle cotir 
stante lors des secondes, cette différence peut expliqyi^ 
pourquoi les sons rendus par les timbres sont tomparii 
vemcnt si éclatants. •*>v)v 



^ 
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J^Wf SE IZ lÈ »l«;/fcECON. 

" "équilibre d^élasticité d'une enveUUDPe sphériaue. — Équilibre d'élasticité 
dHi^iié croûte planétaire. — Application au globe terrestre. — Surfaces 
isostatiques. 

87. Équilibre d'Masticité fVuue enveloppe sphérique, 
— Lorsque Ton se n£2ÉpK)j»è d'étddier les lois intcffrales de 
l'ëquiIibqrdVIaslicîQj||n^ inilfSuàoIide limité par des 
surfaces cre forme déteilIMp^r la sphère et les enveloppes 
sphériques cond^feent aux résultats les plus complej^. C'est, 
en quelque sorte, le dernier des quatre chapitjHbS^* d'un 
^IJFtûîté, dont lefrjtrcMjj^mîers considëreraîertt res^ifiiç;jîye- 
^jiSygi^jj^équiliVe^^ d*un mi^^ solide limite pai^UD 

seul plan, celuiv'^ Tespace compris (?^^e deux plans pa- 
rallèles, et enfiii \e\\x\ jj'une enveloppe cylindrique indéfi- 
nie. Si; en outre, on possédait la solution dur problème 
général que Àous avons énoncé au n° Bfir^^iiSjjfclî^^ 
intérieur du prisme rectangle, on* i^çajl' ful^ véritable 
Statique rationnelle des milieux solides élastiqil^s, CQi'taJ- 
^pment plus difficile que leur dynamique. Celle sdei^ice 
nouvelle, dont Tulililé serait incontestable, est iB^n|plfete 
* aujourd'hui; nous en avons indiqué les diverses partfes* et 
nous allons compléter cette esquisse par deux derniers 
exemples. ' 

11 s'agît d'étudier l'équilibre d'éffeticité d'une enveloppe 
solide sphérique, dont la paroi intérieure de rayon î\ est 
soumise à une pression constante r— Pn, et dont la paroi 
extérieure de rayon r^ éprouve une autre pression — P|. 
Nous supposoiis;.Po pluafgtand.que Pi, et tellement que 
rJPo — rJPi sp5 positif. Nous faisons abstraction des 
forces Rq, 4>q,„^. Dans ces circonstances, V= o, W= o; 
U existe seul et ne dépend que de la seule variable r. Les 

. '4. 
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formules (7), n° 84*, donnent 

IdU U (IV V 

9=—- + ^-, R, =:>ô.-+-2p— -5 *, = Y3 = >0 + a tt-, 
dr r ' ar * r 

4)3Z=Ya = 0, Y, =Râ==0, Rjrr:*, = 0. .. 

Des trois équations générales (5), n° 83, les deux dernières 
sont identiques^ la première se réduit à 

^R, 2R, — *, — Ys 
dr r 

ef devient, par les valeurs (i), ' -'"-'* 

c et A élàtit deux constantes. Par cette valeur (2), la dilatai' 
Iîoï;! et les forces élastiques principales 4 i) s^exprime^ 
ainsi : 

iz=3c, R, = (3^ -h 2fA)c — 4^731— , 

(3) . 1 b ' 

]\l^&^la force élastique normale Ri doit devenir — P» 
pou'^ rj^= / , et — Pj pour r =: /•, ^ ce qui donne, entre ç 
et A, les deux relations 

d'où l'on conclut 

r>;(p.-p,) r;p.-r;p, 

„_ 3 rJP.-rJP,. 



, , SX + 2,» rj-rj ' 

^^' ^ „ _ [^;p.(^?-^') + /-?p.(/-'-^!)] 



3D r.»*.» 






> 
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Ainsif Venvelo^pe s'est dilatée^'et cela uniformément; en 
tout point Jd^intérieur, les Iroîs forces élastiques psttici- 
pales sont dirigées suivant les noftiiales aux surfaces coor- 
données ; celle qui s*eîccrce sur la sphère de rayon r est tou- 
jours une pression\Jeêdeux.aulret fiOQÎt des tractions égales 

entre elles, et dont la plus gra&ite. valeur, qui a lieu yev% 

, . . ^ . .■ ■• «ifi 

la. paroi interieUn^i est 

iK\ A 2(/-;P.-r;P,) + r»(P. -P.) 

■V . . . : . 

Si l'on donne ^g^rla valeur-limite que la tractiqa maxima 

ue saurait dépasser sans faire craindre une allii^atiqin per- 
manente, la relation (5) conduit à • ■ 

.<^) 7, = V 2^*+ 3P. - P. = [' ~ ! (fe^i) J ' 
pbur la moindre valeur que Ton puisse donner au rap- 
port -• Cette valeur indique que, si Impression intérieure 

égale ou surpasse le doAle de la limite A, augmenté du 
triple de la pression extérieure, l'enveloppe s'altérera i^^ 
vîlabiemen t. 'Posons *: . 

(7) r, = ro(H-e), _-^=,; 

ero donne^' Tépaisseur-limite de l'enveloppe çpliériqùë'; 
dans la prSîque, P^ — Pi est la pression effective^ et. son 
rapport e i^ A -|- P^^ est ordinairement une très-petite frac- 
lion; alors réj[ilUtion (6) se réduit à 

(8.) / -^ .;. ■-. c=\.. 

c'est-à:fdîre à la moitié derépaisseur-limite trouvée, n^80, 
pojir l'enfeloppe cylindrique. 

' 88. Èàuilibre d^ élasticité:: d' une îîroûte planétaire, — 



Nous allons considérer maiotenaal rcqoilibre dT^lMicité 
d^une croûte planétaire, en la sapposanl spb^qae, par- 
tout de même épaisseor, et homogène ^u% tome son élen- 
due. Analyliqnemenr, ce nouvel ey Aigle ne se distingue 
du précédent que {laï*. Ui présenee da^^SfR^me /sR^ dans la 
première des équatioDS^fuiérak» (7), u** 84; — ^P^ esl la 
pression du noyau ffq&Ie sur la pa^st intérieure de 
rayon r^\ — P| est la pression exercéie par Tatmosphère 
gazette sur la surface extérieure dont le rayon est i\ ; on a 

♦^ ==0,^ = 0, et R^ = — ^ -» g étaint Tintensité de la 

pesaotear à la surface, supposée constante; R^ variant in- 
térieuremeht à Tenveloppe solide, comme la distance r au 
centre. Dan^ ces nouvelles circonstanees^ on a encore 
V =0, W=if^>4.,U existe toujours seul; les formules (i) 
subsistent aussi ; la seconde et la troisième des équations 
générales sont encore identiques, mais la première se ré- . 

duità .,'.' 

• « 

(]L-f-2p)^=tfi*r, d'où. (9} 0=;=flr»-h3c; 

^jff^nant une constante arbitraire, ei.a désignailt, pocii'iliNré- 
gert -- -.*^ . >. . 

(10) \=.—ÎL = --^ , 

•. * > 

011 17 est le poids de Tunité de volume de la matière solide. 
. Si,- dans Tcquation (9), on substitue à S sa valeur (1) en U, 

il vient • . . 

■ • ■ . 4- 

. • •■ ' ' ' '*■•.,_ 

• — — - = ar^ -H3cr% d'où ' (i 1) U = •= r» + er -f- ~ : 
dr - . 5 r* 

h étant une autre constadtc qui se détermine, ainsi ^è"i^ 
pa#;C|i^\Iouble condition* qtié_ Ri (r). devienne -.— P^* poirr 



SUR l'élasticité. ai 5 

r = r^f et — Pj pour r = r^ -, on obtient ainsi 

.v \ 

La force élastique normale R, a définitivement pour va- 
leur ^^,.^ 

(l3) j V I ./ 

OÙ JI représente, pour simplifier, l'expression 

(4) n = r>[r1-rl)-r'(r\-rl)+,rlr»(r',-rl), 

'laqdfelle jouit d'une sorte de symétrie en To, r, Tj ; car elle 
peut prendre aussi les deux formes 

sf^l " ^ "'^''' "■ '■'^ "" '■'^'** ^'^*^ "^ ''•'''^''- ~ '"'^ ^ 

#^ -r;(r3-rî)-rj(r*i-.>î.)--r;r3(.^-r;), 

' qui ind^uent sa divisibilité par r — Tq, par r — 'i, et com- 
séquemment par le produit Je ces deux facteurs. On peut 
donc poser 

(l5) n = (r- roj(r - r,)Q r= [r* - (r. H- n)r 4- r,n]q, 

d'où l'on conclut immédiatement, par une simple compa- 
raison avec n (i4)j f^ j. 

(•6Ji3 = (rî-rJ)[r'+(n+r.)r»]4-r;rî(r;_r;)[(,-.+r,)r + rorj. 

Q est donc essentiellement positif^ par suite, n(i5) èkt 
négatif, puisque 7' est compris entre r© et r^. De là résulte 
que la force élastique R^ (i3), qui s'exerce sur la surface 



ai6 LEÇONS 

sphérique de rayon r, est une pression dans toute Tétendue 

de l'enveloppe solide. 

Si l'on désigne par F la valeur variable, commune aux 
deux autres forces élastiques principales 4>, , Yj , et par 
Fo , Fi.les valeurs numériques que prend F pour r := r,, 
r = Ti , on trouve facilement 




rlP:-r]P, 



rlr ]{P,-P ,} 






' l 'o 



■^r'{r\-rl) 



4-(3X-l-2ji) 

^:(p.-p.) 



2( 






^{r]-rl) 



— '^1^']' 



V 



F est la force élastique exercée sur un plan verpcal, bu 
passant par le rayon r\ Fi est Tintensité de cette fotce près 
de la surface extérieure-, Fo sgn intensité près de la paroi 
intérieure. La soustraction des valeurs [ly) donne 



(28) 



Fo - F. = ^ tl _ (3> + :,^,)a "j 'j.. 



Soit désignée par e l'épaisseur {7\ — Tq) de l'enveloppe 
solide. Si le rapport - est une petite fraction, on pourra, 

par approximation, négliger e devant Ti , remplacer -^ ^ 

par Ti , et généralement r\ — r* par i>;~* e ; on trouve 
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qu'alors Fj (17) se réduîl à 

(19) F. = ^(P.-P.-m), 

quand cm Yein{>l£rce a par la valeur (10)^ et Téquation (18) 
donne, par une^ transformation facile, 

(20) Fo=:F, — r —Cil, 

* ' A H- 2fA 

en négligeant - devant V\x 



La substiauion des valeurs (12), dans (11), donne — ^ 

on en déduit ~> — » et Ton^trouve exactement, par sous- 
traction, 

(21) =7- Po — P, — CI8 

puis, le même genre d'approximation gui^ nous a conduit 
aux valeurs (19) et {20). donne . - ' 

Hl:=C-'('Po^P.-m), Où C.;f v \tl^ " , ^ ' 
IT TT î "ïf^c ■ 

■» i « .' ■ < • 

Rappelons que U est" le déplacement suivant le rayon r\ ce 
déplacement vertical est Ui à la surfaice^^térieure, Uq à la 
paroi intérieure. Enfin, avant de discuter et d'appliquer ces 
diverses valeurs, préparons une ^éroière formul^: dans la 
première équation (22), remplaçons Ui par U, r^ par R, 
V5 par pgy elle deviendra 



(23) \] = c{ ^' ^ ^' R»~p.^rA. 
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OÙ U représente rexliaussement du sol, en un point de la 
surface de U planète, distant dti centre de R, 

y-' 

89. jippTication au globe terrestre, — Nous suupose-** 
rons qu'il s'agisse du globe terrestre, en fais^ djfffÊÇ&éwà 
de rhétérogénéité de la croule solide^ des înî^galitcs de son 
épaisseur et de son aplatnisement vejfv^iàif ôles. L'épais- 
seur e a laquelle les géologures assignent, au maximum, 
4 myriamètres, est, au plus^Ja cent-ci^uji^antième partie 
du rayon de la terre, ou Ikjj|wiB>centième partie de son 

diamètre-, le rapport - est le même que celui qui existerait 

dans une sphère creuse, de 3 mètres de diamètre, dont l'en- 
veloppe aurait i centimètre d'épaisseur seulement; ^jpap- 
port est donc une petite frilciîon, et nos formules approxi- 
matives lui sont applicables. La force élastique Fi (19) est 
celle .qui s'exerce au-dessous du sol, sur un plan vertical 
quelconque^ suivant que la pression effective P«^ jPj est 
supérieuriqu égale ou inférieuÀe-^ ue, cette force élastique 
représente^p]^ t^i^ijîo.n est n^flâ^ ou représeiitp une pres- 
sion; T3Z est tJfpoife A^uneUîaJ^ip^^ matière 
so)idej^et quî^iiyant tine base de;'i mètre car^éj' aurait une 

liaufeur égale à Ifpaisseur e. Le coeflScîent -^ eitfc envi- 
ron 75 ; de là resulfe C[iJ^a différôj^ dfPo — Pi ^c^f «st 
actuellement nulle cfa p^U considéralg^^çÊ*, si petite qa\îlle 
fût, multipliée par j5, elle donnerai 9ïfi^Î€rce Fi une in- 
tensité telle, qu'AjSgvrait. en résullç^f^dej^ phénomènes de 
dislocation. La force élaèUqueFo (2o)%st celle qui s'exerce 
sur un plan v.ertical i^^d^la paroi ibtérieure-, si Fi e^t 

nulle, cette force élàstl(}tie F^^'est une pression — r— — tJir 

si ¥{ est négatif où représente une jffession, F^ est une 
pression plus forte encore. Mai^i si Fi est positif ou repré- 
sente une traction, F^ peut encore être une pression; c'est 
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►qui arrive lors des violentes commotions où le sol s'o^ft. 

et se fendill^. .^^ '. ^ 

^ \ jSupposonyfcue Fj soît UM*i*j^ffbn. En un point de Fen- 
^'^ véïpppe solide; situé près de là' surface extérieure, Tellip- 

aoïde d'élasticité aura pour équation 

Taxe des x ^f^JttffprJMCjJ ; il existe alors un.cône d^ forcés 
tangentielles, n^^B^^ti||il l'équation est • . ^^ 




/ 



(25) 



JT» >_ J' 



P. 



*' ;!: 



sur tout plan tangent à ce cône, et conséquèfaâwtit iuclîbé 
à l'horizon d'un angle i\ , tel que *+î 

(26) . tang/.= y/jr» ^ ^■•' 

•Rl SâJÉ^tf^astique^est tangcntiellc ou tend à faîi%'glisse]^ 
l'un^ sûr l'autre ^cs deux parrics- séparées ^fv ce plâib^ V 
L'ittfifeiisité idc b è ttô ibrce tangni||wHe,rotf^,|ÎIfifeemenl, e§jiv>' 
représentée pai^tï%demi-diamèl*J^*^é reÛTpsoïdc de fôV 
volùtion (24) siiuS sur le cône aroît.(25)y et* l'on trouve 
:pjmT sa valeur 



(^7) . ^.^V^P.F., ^ ^.. 

c'éSl-à-dîre une moyeniïe proportionnelle' ;j9iairé la trac^ 
lion F j^t la pression P,. :^ . ^' , 

Les mêmes relations existeront en un point M de Ten- 
velojppe solide, vtué à une plus grande profdiffeur au- 
dessous du sol :Ja force élastique F (17) étant une traction, 
si l'on" désigne pv*'— P la pression exercée sur fa surface -^ 
sphérique do|;it M fait partie, par ^ la' force élastique tan- 
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geniielle, et par i l'angle à Thorizon des plans sur lesquels 
elle s'exerce, on aura 

(28) tang/=:y^?, éf=V^. • 

Les failles et les glî^ements qu'on observe dans les ter- 
rains géologiques soi»! sans doute dus à l'action de la force 
tangentielle dont il s'àgil. L'observation fait connaître l'an- 
gle /5 l'expérience pourrait donneif approximativement 
l'intensité de la force rf, nécessaire jioïfr^faîre glisser l'une 
sur l'autre deux parties d'une même roche •, alors, les deux 
équations précédentes, qui donnent 

(^g) '-' .: P=:^tang/, F: 



tang/ 



feraient connaître la pression verticale et la traction hori- 
zontale qui ont dû présider à la formation d'une faille ob- 
servée. 

Les formules (aa) montrent que si la différence de 
Po — Pi acre est nulle, comme il y a lieu de le suppoé^d*^ ndn- 
seulementFi (19) est nul, mais aussi Ui et Uo 5 c'est-à-dire 
que les deux pardîis out rëjprts leurs posijtions primitives, ou 
celles qu'elles auraient sons les pressions et sans l'action 
de la pesanteur. Ce qui veut dire que la dilatation total* 
résultant des pressions inégales — Po et — Pi se trouvjï 
compensée par la compression, totale aussi, due à l'action 
de la pesanteur,, Résultat remarquable et qu'il était difficile 
de prévoir. Passons à l'application de la formule (aS).* La 
terre n'élaiit pas spliérique , nous admettons que , sur 
chaque verticale, les choses se passent comme dans l'enve- 
loppe spKérique osculatrice, de même épaisseur e, et dont 
la paroi extérieure aurait pour rayon la distance R au 
centre de la terre, du lieu où la verticale, considérée vient 
rencontrer sa surface. Par exemple, U',*ll', g' étant les 
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■f- ■ 
yajls^irs des U, R, g qui correspondent à la Bretagne, et 

Ir", R!', g'' celles qui correspondent à la Suède, nous po- 



serons^^ 



en admettant que l'épaisseur e et les pressions — Pq, — Pi 
sont les mêmes sur les deux verticales. 

Or, si l'on fait abstraction de la faible variation que la 
force centrifuge fait subir à la pesanteur, on pourra re- 
garder les deux produits g^'R" «t g''R''' comme sensi- 
blement égaux, et les équations (3o) donneront, par sous- 
traction, . 



(3i) V'-\]'' = c( ^' ^ ^' )i^" 



RV2\ 



D'après cette relation, puisque R" — R"' est positif, 
U' — U'' est de même signe que Pq — Pi ou positif, et 
varie dans le même sens. C'est-à-dire que si U' — U*^ a 
diminué, il faudra en conclure que Po a aussi diminué. 
Oa sait que le sol de la Bretagne s'est affaissé, puisque l'on* 
y a constaté la présence de forêts sous-marines^ au con- 
traire, le sol de la Suède a dû se relever, puisqu'on ob- 
serve des coquillages sur les côtes que la Baltique ne peut 
plus atteindre. Par cette double raison, U' — U" a dimi- 
nué; ainsi la pression intérieure a été ou va en diminuant. 
Ce résultat parait s'accorder avec l'idée de M. Élie de Beau- 
mont, sur la formation des chaînes de montagnes, à la 
suite d'un affaissement général, dû au refroidissement : 
car il semble résulter de cette idée que la pression inté- 
rieure doit aller en diminuant, d'un cataclysme au suivant, 
du dernier à celui vers lequel nous avançons^? 

Cette application de la théorie de l'élastiéué à Téquilibre 
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intérieur de Técorce terrestre pourra paraître troplKàr- 
(lééV'^maîs s'il en est ainsi, les applications de laHnéorffe 
analytique de la chaleur au refroidissement du globi^ faites 
par Laplace, Fourier, Poisson, doivent inspirer les mêmes 
scrupules. Et nous ne nous défendrons pas d^avoifirimite 
ces illustres géomètres, lors memfc qu'ils se serai en t*lrom- 
pés, eh â]ppliquant aux sublimiÉlf Questions de la Mécanique 
céleste de 4|i m pi es formules de Physique malhémaiique. Au 
reste, la question que nous avons abordée peut se traiter 
d'une manière plus complète ou plus voisine de la réalité : 
nous avons constaté, par des recherches analytiques, qu'en 
considérant la terre comme un sphéroïde peu différent de 
la sphère, qu'en prenant pour les deux parois de l'enve- 
loppe solide des ellipsoïdes homofocaux, ce <jui^onne une 
épaisseur variable; enfin, qu'en ayant égard aux variations 
de. la pesanteur dues à la force centrifuge, on arrivait, 
dans tous les cas, aux menles coiTclusions. . • 

i, 90. Surfaces isoslatiqucs, — Avec celteiLeçon se ter« 
minent les exemples où le milieu solide est à la fois ho- 
moîrène et d'élasticité constante. Nous aurions voulu les 
présenter sous une forme plus générale, mais les bornes 
de ce Cours ne le permettaient pas. Dans un Mémoire sur 
les surfaces isostatiques, inséré au Journal de Maihénia- 
tiques de M. Lîouville, j'ai transformé les équations de 
l'élasticité en <;oordonnées curvilignes quelconques. Ces 
équations sçnt de deux sortes : celles qui expiiment l'é- 
quilibre d'un élément de volume, à l'aide des forces élas- 
tiques exercées sur les surfaces conjuguées, sont générales 
et pourraient s'établir directement, comme nous l'avons 
fait pour le système cylindrique et pour le système sphé- 
rique; celles qui donnent les composantes des forces élas- 
tiques, à l'aide des projections du déplacement sur les tan- 
gentes aux ax*és curvilignes, ne concernent que les solides 
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liomogèneiî^llÎLStîcîtT conàiaple et doivent être modifiées.^ 
puisqu'il est indispensable <l'î||!dmeitre deux coefficients iné- 
gaux, X el f^f^B^l lieu. d'un se^JI^. Les développements préli- 
minaires, qu'exige Téliiplol des coordonnée* curvilignes et" 
de leurs formules de transformation, ne nous ctot pas^pei^mis' 
de reproduire ici ceJIxaiicien travail. Mais il est utile cK^ 
énoncer la principale conclusion 5 elle est écrite dans les 
équations 

dkt A, — Ai A, — A 

ds, "^ 7, c 

^^Vt^p-'ill. ^^-^ . Aa— A, 

asi ^ .7 c, 

qui expriment la loi des variations des forces élastiques 
principales dans un système isostalique; c'est-à-dire dans 
un système orthogonal lely ||fiè les surfaces conjuguées ne 
sont sollicitées que par des forces élastiques normales. Ces 
forces Âyr^, A}^ sont dirigées suivant les tangentes aux 
axes curviligneaf des ^, ^i, 52: F, F^,Fs sont les compo- 
santes des forces' extérieures suivant les mêmes tangentes; 

p est la densité du.miilieu solide: —9 - sont les deux cotir- 
' "hwre^d^ la suirfece des ^1 , ^^j; -5 -^ celles àelsL'.surface des 

Si^s\ -5 — ) celLes'de la surface des ss* , ,/, 

Nous placerons ||^ , sans les développe*.^ 4i(Ux coïké- 
quences rcmarquablé's deséquations.(32). Gin'dédttitde.ces 
équations les conditions d'équilibre d'une' sfurJace élastique» 



ou plutôt d'une membrane courbe et d'épaisseur upiê^xj^-i 
les deux faces de la meiçbrane sont deux surfacesfxVïême- 
ment voisines, appartenantvà^l'un des trois syslèmes coor- 
donnés: leur normale commune est un élément linéaire, ci 



.^ji>**' 

'T-^- 
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sans couiburea, de Taxe des 5*, on a 

r/A I I 

A = o, -— .=10, -=o, - = o, 
ds c 7 

et les équations (32) se réduisent aux suivantes : 



(33) 



A, 




A, 








H- 


— -f- 


pF 


= o, 


7i 




Cj 






dh, 






A, 


— A, 


ds, 


H- 


pF.= 




7^ 


dk. 






A, 


- A. 


ds. 


-4- 


pF,= 




^■i 



Les conditions d'équilibre d'un fil élastique, de section 
constante , sont pareillement comprises dans les équa- 
tions (32) : le fil est dirigé suivant Taxe courbe des 55 la 
section est un élément-plan, et sans courbures, de la sur- 
face des Si 5s ; on a 

A,rr=0, Ajr^O, -— =0, 
dAi II 

-—=0, - = o, - = o; 

dSi 7i Ci 

et les équations (32) deviennent 

«?A „ A . „ A 

7 



(34) ■^"^P^'='^' --t-pF, = o, --. + pFa=zo. 



Nous ne nous arrêterons pas à la discussion des groupes 
d'équations (33) et (34), laquelle reproduirait des théo- 
rèmes démontrés dans le Cours de Mécanique rationnelle. 
Nous ne vôuBons que montrer comment les anciens pro- 
blèmei de l'équilibre d'un fil et d'une surface élastique se 
rattachent à la théorie mathématique de l'élasticité, dans les 
milieux solides. 
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DIX-SEÏ»TIÈME LEÇON. 

Application de la théorie de rélasticité à la double réfiaction.— Conditions 
de la biréfringence. — Équation aux TÎtesses des ondes planes. 



9i. ^Application de la théorie de V élasticité à la double 
réjràction. — Jusqu'ici nous avons traité la théorie de 
rélasticité comme une science rationnelle, donnant l'ex- 
plication complète et les lùis^exactes de faits qui ne peu- 
vent pa» évidemment nymir nirtfattitrr origine. Nous allons 
maintenant la présenter co^piïe!iin instrument de recher- 
ches, ou comme un moyen *ae reconnaître si telle idée pré- 
conçue, sur la cause d'une certaine classe de phénomènes, 
est vraie ou fausse. C'est sous ce dernier point de vue que 
Fresnel l'avait considérée, lors de ses belles découvertes 
sur la double réfraction, et ses commentateurs auraient dû 
suivre plus scrupuleusement son exemple. La théorie phy- 
sique des ondes lumineuses porte certainement en elle 
l'explication future de tous les phénomènes de l'optique 5 
mais cette explication complète ne peut être atteinte par le 
seul secours de l'analyse mathématique, il faudra revenir, 
et souvent, aux phénomènes, à l'expérience. Ce serait une 
grave erreur que de vouloir créer, dès aujourd'hui, une 
théorie mathématique de la lumière; cette tentative, iné- . 
vitablement infructueuse, jetant des doutes sur le pouvoir 
de l'analyse, retarderait les vrais progrès de la science. 

Il nona parait donc utile de bien préciser le rôle que 
doit remplir l'analyse mathématique dans les questions de 
physique, et, pour cela, nous ne saurions choisir un 
meilleur exemple que celui du travail de Fresnel \ mais 

a« ÉDIT. i5 
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nous présenterons ce travail comme il aurait été fait, si 
la théorie de Télasticité des milieux solides avait été aussi 
bien établie qu'elle Test aujourd'hui. Nous supposerons 
connus le fait de la non- interférence des rayons polarisés 
à angle droit, et celui de la double réfraction du verre com- 
primé dans un seul sens. Le premier démontre que les vi- 
brations lumineuses sont transversales, ou qu'elles ont lieu 
sans altérer la densité du milieu vibrant. Le, second fait 
voir que la biréfringence d'un corps diaphane dépend de 
la différence d'élasticité qu'il présente, dans des directions 
diverses autour d'un de aes points. Cette dépendance semble 
indiquer que les molécules mêmes des corps diaphanes re- 
çoivent, exécutent et communiquent les vibrations lumi- 
neuses, puisqu'une simpl&ûëgalité dans les intervalles de 
leurs molécules modifie la Itimière transmise, au point de 
doubler sa route. "'^^ 

Telle est Tidée préconçue dont il s'agit de reconnaître la 
vérité ou la fausseté. Si elle est vraie, les états vibratoires 
que la lumière établit dans un corps cristallisé, diaphane 
et biréfringent, doivent être représentés par les équations 
les plus générales des petits mouvements intérieurs des mi- 
lieux solides homogènes ^ c'est-à-dire par les équations (4) 
du n^8, où les N,, T, ont les valeurs (6), n** 13, con- 
• tenant trente-six coefficients. Ces coefficients sont-ils con- 
stants, ou bien sont-ils des fonctions à courtes périodes, 
comme il est dit au n^ 14? C'est ce qu'il est impossible de 
dire à priori. La comparaison des résultats donnés par 
l'analyse, avec ceux fournis par l'expérience, peut seule 
décider cette question. Admettons la constance des coeffi- 
cients. Il faut d'abord que le fait général de la double ré- 
fraction puisse se produire dans le milieu cristallisé 5 c'est- 
à-dire qu'une onde plane de vibrations transversales ou de 
lumière polarisée puisse se propager avec deux vitesses 
différentes, appartenant chacune à une direction particu- 
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lière de la vibration. Cherchons les relations qui doivent 
exister entre les coefficients, pour qu'il en soit ainsi. 

'Reproduisons les équations générales citées, et dont la 
vérification est nécessaire. Dans Tordre de phénomènes que 
nous étudions, les forces extérieures X09 Yo, Zo n'entrent 
pour rien, et les équations aux différences partielles (4), 
n^ 8^ se réduisent à 

<rr, . rfT, d'il 



(1) 



dx 
dT, 

dx 
rfT, 



dy riz '^^ dt'^ 






d-ï, 



rf»!' 



dx dy 



dz '^^ do ' 

' dz "^ €tO ' 



Les Ni, T., avec leurs coefficients supposés constants, s^ex- 
prîment, à l'aide des -i-r^-^ — (? de la manière suivante : 



^K/,*)' 



W 



^i = A,--^Tii 



dx 






C, 



di\' 



^ /do dtv\ 
[ dw du\ „ (du dp\ 
du do div /dp diï\ 

T, = .^,_-,-,,,-^- + r.._ + A..(^- + -j 

,, /d(\' dit\ . /du dtf\ 

92. Conditions de la biréfringence. — Posons actuel- 
lement 



(3) 



Q = 6) C08 2tjl — 1» 7= mx + ny 4- pz , 



du dv 

7^' 



/;/ç-i- /lïî -i-/^Ç = 0, ®= i 



dw 
ITz '' 



i5. 
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lions d'une seule direction; c'est ce qui a lieu, comme on 
le sait, pour certaines tourmalines. Mais, hormis ce cas 
particulier, pour tout cristal biréfringent, à une onde 
plane donnée doivent correspondre, deux directions diffé- 
rentes de la vibration qu'elle peut propager. 

Il faut donc que la valeur (9) de tang;|i soit indétermi- 
née, ou que l'on ait ^ ^. 

]M N P 

(10) — — -=:-, 

et cela identiquement, c'est-à-dire quels que soient m, n^p. 
L'identification de ce groupe (10) conduit aux relations 
cherchées : pour y parvenir, on peut représenter la valeur 
commune des rapports (10) par 

(il) ^ = TO'a + /i*p-f-/>*7 -^npS -{-pms -hmriffy 

a, |3,..., 9 élant six constantes indéterminées, ce qui 
donne 1 

(12) M = wJl, N = 7î^, P~/?^; 

puis, par la substitution des DZ>i^ ^, (5) dans les rela- 
tions (6), et par le mode de combinaison qui conduit à 
l'équation (8), on détermine facilement les polynômes 
M, N, P, lesquels sont du troisième degré en m^Uyp] ces 
polynômes étant respectivement identi&és avec les produits 
m*^5 /i^, pcH., on obtient des relations entre les coeffi- 
cients des N, , T,-, et ceux de ^[i 1)5 éliminant ces derniers, 
on a les valeurs des trente-six coefficients, à l'aide de 
douze d'entre eux, lesquels restent indéterminés. 

93. Équations gui régissent les vibrations lumineuses. 
-r-Enfin, substituant les valeurs trouvées dans les N/ , T,- (a ), 
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ces composantes des forces élastiques deviennent 
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N, = AO- 



^ dv ,. div 

dy dz 

N, = Bô — 2A- 2? h2E 

dz dx 



(i3) 






\^ 

N,=:Ce— 2»L- 2 A h 2F(-- -f-- 

dx. a y \dy d. 

. [ div du\ ^ ( du du \ 

-, . „'^«*' ^ /^<' 
T3=:rô-f.2F3 £(-- 



dy 



dz) 
dv\ 

di)' 



da^\ 



/ dw du\ ^ f du dv \ 

\dx dz j \dy dx J s 

et ne contiennent plus que douze constantes. Comme il ne 
^Vagit ici que de vibrations transversales, lesquelles ont lieu 
sans que la densité soit altérée, nous supprimerons les 
termes en 0, puisque cette fonction sera toujours nulle-, il 
ne restera plus que les six constantes D, E, F, A, C^ ^. 
Par ces valeurs (i3), les équations (i) deviennent, quand 

= o, 

du dp dw 

dx df dz ' 



('4) 



d^N 

dy 


dY d'-u 
dz "~^ dt'^ 


dz 


rfAV d'Q 
dx '~^ dt'^ 


dY 
dx 


dl] d^w 
dy '^^ dt' ' 
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où U, V, W sont, pour simplifier, les fonctions 



/d(f dw\ „ /f/w du\ ^ 1 du dif\ „ 

<-')MÊ-f)-'(ë-l)-'(|-s)='. 

Ces équations (i4) doivent représenter les mouvements 
vibratoires du milieu solide cristallisé, d'où naîtraient 
toutes ses propriétés optiques, suivant l'idée préconçue que 
nous voulons juger. . ■ * 

Il est évident que tout autre système d'axes coordonna]!' 
rectilignes et rectangulaires, conduirait à des équations de 
même forme pour représenter les mouvements intérieurs 
dont il s'agit; c'est-à-dire qu'on aurait 



(i6) 



du' 
~ dx' 


dv' 


dw' 

■^ dJ- 


dW 

dy 


d\' 

dz' 


d^u' 

~*^ dt^ 


dV 

dz' 


dW 

dx' 


d^v' 


dr 

dx' 


dU' 

dy' 


d'w 

= ^ di^ 



où U'5 V, w seraient, pour simplifier, les fonctions 
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Mais, s'il s'agit du même milieu cristallisé, les groupes (i6) 
et (17) doivent se déduire des groupes (i4) et (i5) par la 
simple transformation des coordonnées. Si Ton adopte, pour 
cette transformation, le tableau (i) et les formules (2), (3), 
(4)9 (5) et:(7) du n^ 18 de la quatrième Leçon, on trouve 
que les six nouveaux coeflEicients D', E', F'; A', C, J*' des 
fonctions U', V, W (17) doivent s'exprimer à Taide des 
anciens coefficients D, E, F 5 A, C, § des fonctions U, V, 
W (i5), et à Taide des cosinus m,, 72,, ^;, de la manière 
suivante : - 

/ A'=:mÎA + /îî(C-+-/>î#-h2/î,/7,D4-2;3,WÎ,E-t-2/W,/î,F, 

§' =irn\^-\-n\C-\-p\ê -hin^pJ^-^ip^m^^-^-nm^n^Y^ 

(18) { -+- (pinii -t- Pim.)^ H- (/W2/Î3 H- /Wa/îjjF, 

-^{Pz^x -f-p,iW3)E H-{/»3/î, -f- WirtajF, 

F'=:/îî,iWjAH- /li/lsC-|-/>i/?2#-h(/I|/?, -h/l2pi)D 

H- (/'l'Wa H-paOTijE H- (W|/l2 + /W|II,)F. 

Ces relations sont les mêmes que celles (ii), n^ 18, qui 
lient les N^-, T^ aux N,-, T,-, et, dans ce rapprochement, 
les A, C, i ainsi que les A', c\ ^' remplacent les N,- et 
les N' , tandis que les D, E, F, ainsi que les D', E', F', 
remplacent les T,- et les T; . Or, on sait qu'il existe un sys- 
tème d'axes des x', y', z' tel, que les composantes tangen- 
tielles T'i sont égales à zéro ^ il existera donc, pareillement, 
un système d'axes desa:', j', z' tel, que les D', E', F' seront 
nuls. Rapportons les équations (i4) à ce système particu- 
lier^ en posant 

(19) D=:0, E = 0, F = 0, A==pfl% €.z=z^b\ ^=:pcS 
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elles deviennent 

dy dz ~^ dt^' 

fdv dw\ /du ^ dv\ '■■■- 

(20) l^ dz dx dt' ' 



b' 



<-t) 



, ( dv dw\ 

. V^~" ^/ d\v 



\ 



dx . ^^ dj dt 

du d» . diK' 

dx dy dz ' 



ua- 



Telle est la forme la plus simple que doivent avoirles équa- 
tions qui représentent, dans l'hypothèse posée, les vibra- 
tions lumineuses du milieu cristallise et biréfringent. On 

remarquera qu'en supposant a = è = c=i/-î ces éqi 

tiens (20) se réduisent à celles que nous avons obtenues, 
dans notre onzième Leçon, pour représenter les vibrations, 
sans changement de densité, des^milieux solides homogènes 
et d'élasticité constante. 

94. Équations aux ^vitesses des oncles planes. — Mais 
il est nécessaire de vérifier que les équations (ao) com- 
prennent ou reproduisent le fait général de la double ré- 
fraction, énoncé au n^91. Pour cela, substituons directe- 
ment, dans ces équations, les valeurs (3) des 71, f^, w; 

y représentant actuellement la vitesse de propagation - de 

Tonde plane, nous obtenons les trois relations 

(21) < — c'/w«.? + (/î2^2 + c»/w'--V').>i — «'/?/>. Ç = o, 
( — è^/^w.S — «'/y/'.T} -i-(^'/?i^-f-û^/ï»-^V»j.Ç==oj 
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éliminant les rapports -9 r? on a pour équation finale 



i — b*p'm^{a'p^ -h c^m^ — V>) 



(M) 

Posons 

(23) b^gm^ H- c-û*/i» + û2 ifipi — p^ 

on trouve successivement 

_ (P -- ^^-'/W'jfP— C»/?»/2')(P — ^^3'/>») 

=zV{a^n^p^ -h b^pUn^ H- c^/w'/z^) _ a^b^c^m^n'p* 
-^ b*p^m^{a^p^ -\- c^m^) -f c^/w'/z' (6*/»» + «»«*); 



(24) 



et réalité du premier membre et du quatrième (a4) dé- 
montre que le terme indépendantde Y*, dansTéquation (22) , 
est nul; on a, en outre, 

(c^n^ H- b-p^){a^' p^ -^c^tn^) — c^m^n^=p^Fy 

et le coeflScientde — V, somme des trois premiers mem- 
bres (25), se réduit à P. 

. D'après cela, Féquation (22) développée, réduite et di- 
visée par — V", est simplement 

[Y*^[{b^-hc^)m'-^(c''-ha')n^-hia^'i-b^)p']\' 
^^ ^ \ -h{b'c'm^-hc'a^n'-ha^b'p')=^o. 

ou bien, donnant m* + «' H- p^, ou Tunité, pour coefficient 



- A- 
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à V*, mettant les m', n', p* en facteurs communs, 

-f-^2(V2--û2)(V»— b') = o; 
ou encore, divisant par le produit des trois facteurs en V*, 



(27) 

ou ei 

(28) 



ya — flï V=» — b' V^ — c' 
L'équation (a6) donnera deux valeurs de Y'; à chacune 
d'elles correspondra, par les relations ( ai), un seul système 
de valeurs de ^, y;, Ç. Ainsi Tonde plane, dont la normale ■ 
fait, avec les axes, des angles dont les cosinus sont m, 72, p, 
peut propager, avec des vitesses différentes , des vibrations 
de deux directions déterminées, dans un milieu cristallisé, 
dont les états vibratoires, sans changement de densité^ sont 
représentés par les équations (20). Le fait principal de la 
double réfraction étant ainsi vérifié, nous déduirons, dans 
la prochaine Leçon, d'autres conséquences des mêmes 
formules, afin de reconnaître si elles s'accordent avec les 
faits, si elles sont autant de propriétés optiques des milieux 
biréfringents. 

95. Formules et notations. — Mais il importe d'établir 
d'abord des formules, une notation et un genre de calcul 
qui faciliteront les recherches dont il s'agit. Supposons 
a>i>c. Désignons par VJ, V^ (Vi^Vj) les deux ra- 
cines de l'équation (26) ^ on pourra poser les trois relations 

I/W^ H- 71» -h ^2 _- j ^ 
[b^ -h c')m^ 4- (c= -h a^)n^ + [a'' + b^]p^ z= Vf + VJ , 
bH'^m^ 4- c'^a^ri' H- a^b^p^ = VJ VJ ; 
d'où l'on conclut, par une élimination facile, 

.,_ ('''-v;)(«'-vi) 

[a- — b'){a-' — c') 
(a» — c^)(6'— c») ' 



^ ., vaÙiM^,qui donnent les cosinus m, n, p en fonction de deux 
if^ paraifôtres Vi , Ys, dont les limites, assignées par la con- 
'Sûl^f^e la réalité, sont telles que 

i {ii}€^. û>V,>ô>V,>c; 

Vest-à-dire que Yi ne peut surpasser a ni être inférieur 
à &, que Ys ne peut surpasser £ ni être inférieur à c. U 
sera plus commode de mettre les valeurs (3o) sous la forme 
symétrique 

^.^ (v?-^-)(v;-.-) 

Une grande simplicité résultera, pour les calculs que 
nous devons faire^ de la considération du tableau 

(33) r, ri, b\ {c^-a% c^a\ b*, (c^-a*),.,., 
{ z, Ç, c\ (a^-~b% a^'b\ c\ (a*-^b%..., 

OÙ toutes les quantités qui entrent dans nos formules se 
trouvent rangées de telle sorte, que chaque colonne verti- 
cale contient des symétriques, et chaque ligne horizontale 
des cosymé triques. Pour indiquer la somme de trois termes 
symétriques, nous emploierons le signe S devant un seul 
de ces termes^ ainsi, on a 

(34) S(b^ — c') = o, Sa^b' — c')=:o, S{b* — c*)=zo, 

et si l'on désigne par Â le produit 

(35) { b' — c2) (c' — a^) («2 _ t') — A, 

on vérifie aisément que 

(36) Sb^c^{b'-^c')=:Sa*{b' — c') = -^A, Sa'{b* —c*)z=A. 
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Puisque Y| et V^ sont les -racines de Téquatioii ( 96) ou , 
(a8)y on a les trois relations "'^ 

^ 

la dernière résultant de la soustraction des deux autres. Si 
Fou pose % 

(38) ( v; - «') (v; - i') (v; - c) = n,-, 

on a aussi les formules 

(^9J S (vj _«»)-. -—57-' s^vî-«')'-^ïr~ 

En effet, on trouve successivement, par les valeurs (3 2)1 
par les relations (34)9 (35) et (36), 

g "' - 's (*'-''')(v;-«') 

A VJ— a» 

A V|— a» 

- s;—' 

ce qui donne un exemple de la simplication que Pemploi 
du signe S peut apporter dans le calcul. 
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DIX-HUITIEME LEÇON. 

à 

Directions des YÎbntloiis. ^ Équation de la tarface des ondes. — Points 
conjngnés. — Relations symétriques. 



96. Directions des vibrations» — Dans cette Leçon et 
celles qui la suivent, nous laissons de côté la théorie de 
Télasticité, pour rechercher toutes les conséquences qui 
résultent de la double vitesse de propagation des ondes 
planes, telle que Tanalyseunous l'adonnée; pour déGnir 
les propriétés optiques que ces conséquences assignent aux 
milieux biréfringents; enfin, pour exposer les régies capa- 
bles de déterminer à priori la marche de la lumière dans 
ces corps diaphanes. Quand cette théorie analytique sera 
aussi complète que possible, nous la rapprocherons de la 
théorie physique des faits connus, et scrutant avec soin 
leurs concordances, leurs désaccords^ nous essayerons d^eii 
déduire des réponses aux diverses questions posées, savoir : 
si ce sont les molécules pondérables d'un cristal qui exécu- 
tent et -conmiuniquent les vibrations lumineuses; si les 
coefficients des N,-, T,* sont constants ou variables; et, en 
outre, si l'approximation qui limite Finfluence des dépla- 
cements à leurs premières dérivées est réellement suffi- 
sante. 

Cherchons d'abord quelle direction de la vibration cor- 
respond à chacune des deux vitesses de propagation d'une 
même onde plane. Désignons par Ç,, y?,-, ^^ les valeurs de 
I, >7, ^ pour V = V;. La première des relations ( 2 1), n® 94, 
donne 
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multipliant par a', ajoutant, de part et d'autre, le terme 
i'c'/nÇ, il vient 

(i) {Sb^c'm^ — a^Y] )Ç, = iw.S^V'mÇi; 

jet, si l'on observe que Si'c'm* = V? VJ , si l'on pose, en 

outre, 

(2) Sb'c'm^i=<fi, 

on aura la première des équations du groupe suivant : 

les autres s'ob tenant par le même procédé. Ces équations, 
rapprochées des trois relations (Sy), n** 95, donnent 

(4) S/wÇ, =0, S/wç2r=o, SÇ,Ç, = o; 

ce qui constate que les deux vibrations sont parallèles à 
l'onde plane, et démontre, en outre, qu'elles sont perpen- 
diculaires entre elles. 

La somme des carrés des cosinus des angles qu'une 
même droite fait avec les axes, étant égale à l'unité, on 
déduit des deux parties du groupe (3) 

et, d'après les formules (Sp), n® 95, 






«^^ £^ 






-^y siia l'élasticité. 
ce qv^^ansforqBle grbUpê (3) en celui-ci : 

r2 
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/?r^:^»î'^« 






V* — V* 

_ y; — c' 



Ç?= 



^ 

IW 




yî ^ > '^ 



Vî— VJ è^ — i 



î J — 1/ 


f^ — t. 


c^— a> 


a^-*=' 


TJ — c" 


VJ — û^ 


a^ — è' 


è^-c»' 


Yl — a' 


Vî-A^ 


b'^c' 


c= — «^* 


Vf— ^= 


Vf — c^ 


c^—a' 


a^-^^' 


Vf*-c^ 


Vf — a^ 


•û^— ft* 


/.^-V 


Y\ — a^ 


v; — ^' 



f«^ A chaque groupe de valeurs des paramètres Vi et Vj corres- 
pondent des vale«i?^s partîciilîères {3o), n^ 95, de m, n, ;?, 
et par suite une oàdé planer les formules (6) donnent alors 
' immédiatement les directions des vibrations propagées par - 
'tette onde. 

On a, par exemple, le triple tableau suivant : 




nj'=:l, n::=0, p^=0. 


v; = è», ^i = c\ 


?. =0 
«1=0 


Ç, = 1 



to:=o, n^^zï, p^=0. 




y, —a', Vl=c\ 


l.=o 


ï\=x 


U 


•'4k . 






>" 



16 



■*'• 



.^ 



2^2 
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m:=0, n = 0, p' = l. 


\] =.- n% 
H, =o 

«; = . 

ç, =0 


Wi = o 
ï.=--o 



■ ,. .-1 - 



&3k^ 



■A. 

itf. 



qui donne très-nettement la définition des constantes ii|j|^^i^^ 
lesquelles ne sont autres que les vitesses de propag^oa ^âi^ 
ticulières aux ondes planes parallèles aux plans coorabnnés,^ 
ou perpendiculaires aux axes que nous appellerons axes d*é- 
lasticùé. L'inspection d,g| tableaux (7) conduit au résumé 
suivant : la vitesse a, &'tAi.|^,ço8y métrique de x, y^OM z, 
appartient à Tonde planeftlferpNB^dicalaire, aux jr^ ;3r ou or, ' 
quand la vibration est par^jèisfiiijitt z^ x ou j^; aux z, x <- 
ou j^ quand la vibration jCsl parallèle aux y^ z ou x. Ou ' 
autrement/ la vitesse cosy métrique d'un premier axe appar- 
tient à l'onde plane perpendiculaire à un deuxième axe, 
quand les vibrations sont parallèles au troisième axe. 

97. Équation de la surface des ondes. — Supposons ' 
qu'une suite d'ébranlements périodiques ait lieu. en un 
point du milieu biréfringent pris pour origine, et que T^it 
la durée de la période^ le mouvement vibratoire se prbpà* 
géra dans toutes les directions. Auboutde l'unité dé temps, 
le premier ébranlement sera parvenu sur une certaine sui^; 
face qu'on appelle 5ur/é2ce des ondes ^ et qui n'est autre que 
la surface enveloppée par toutes les ondes planes, concor- ^ 
dantes et possibles, une unité de temps après leur passage V . 
•simultané par l'origine. Soient 7w,.n, p les cosinus àe&W^ 
angles de direction de la normale à l'une des ondes planes^ 
lorsqu'elle touchera la surface cherchée, cette onde^^sera 
représentée par l'équation 

(8) mx H- /ij -f- /?z z= V|, . •- 
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où Ton peut regarder m, n, p comme des fonctions (Sa), 
n° 95, des paramètres Vi et Vi . D'après une règle connue, 
op obtiendra Péquation de la surface enveloppée en éli- 
miqAnt ces deux paramètres entre Téquation (8) et les 
deux dérivées 

dm dn dp 

dni dn dp 

OU, par lés différentielles Jogarithmiqucs des fonctions 
m, n, ;?, entre les trois équations 

(9) S«. = V., Svp-^ = -, S^^^-p=o, 

que l'on peut remplacer par celles-ci : 

pitmrvu que l'on prenne (|/i tel que 

f") 4'.-S ^y._^,), = y;> doù ^'■= v^(v._v.) 

d'après l'une des formules (Sg), n®9o. Caro:, j^, ir ayant 
les valeurs (lo), on aura, d'après les formules du n° 93, 

•Swj: = J/.S--^ : 4- Y,Sw» = V, , 

VJ — a^ 



^ vTT^^ ""^^^ (v; - /iM(vî -«^) "^ ^^^ vTi:^^ ^''' 

«vT^'"* (vî-«?"^ vr=^-v;' 

c'est-à-dire les équations (9) . 



16. 



i'- 



'i^ 
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m = 0, « = 0, p^ :=l. 


\] — n-, V] =t». 


£,=0 


», = 
?, = 



*>'":^-. 



qui donne très-nettement la définition des conslan^^s^^jjjpt^^^^^ 
lesquelles ne sont autres que Tes vitesses (lepropag^o^'^i^ 
ticulières aux ondes planes parallèles aux plans coorabhnés,'^ 
ou perpendiculaires aux axes que nous appellerons axes d*é- 
lasticité. L'inspection d^ tableaux (7) conduit au résumé 
suivant : la vitesse a, &'\jiK,^^ço8y métrique de x, y ou z, 
appartient à Tonde planaTjlJnpitti^ie^ auxjr^^rouo:, ".- 

quand la vibration est parw^nflt^ z^ x ou yi.jKux z, x ^' 
ou j^ quand la vibration ^esl parallèle auj y^ z ou x. Ou ' 
autrement,--la vitesse cosymétrîque d'un premier axe appar- 
tient à Tonde plane perpendiculaire à un deuxième axe, 
quand les vibrations sont parallèles au troisième axe. 

97. Équation de la surface des ondes, — Supposbkis ' 
qu'une suite d'ébranlements périodiques ait lieu, en un" 
point du milieu biréfringent pris pour origine, et que %MÀl 
la durée de la période 5 le mouvement vibratoire se propa- 
gera dans toutes les directions. Auboutde l'unité détemps, 
le premier ébranlement sera parvenu sur une certaine sui^. 
face qu'on appelle 5ur/ace des ondes ^ et qui n'est autre que ' 
la surface enveloppée par toutes les ondes planes, concor- : 
dantes et possibles, une unité de temps après leur passage V 
.simultané par Torigine. Soient 7w,.n, p les /cosinus desjPI 
angles de direction de la normale à Tune des oudes planes^ 
lorsqu'elle touchera la surface cherchée, cette ondèjsera 
représentée par l'équation 

(8) mx ^ ny -h pz=: V|, - »- 



N • 
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où Ton peut regarder m, n, p comme des fonctions (3a), 
n° 95, des paramètres Vi et Vf . P'après une règle connue, 
o» obtiendra Téquation de la surface enveloppée en éli- 
minant ces deux paramètres entre Fcquation (8) et les 
deux dérivées 

€lm dn dp 

dm dn dp 

ou, par les différentielles Jogarithmiqucs des fonctions 
m, 72, /7, entre les trois équations 

(9) S«. = V., S^^^-_, = -, s^^p-^,=o, 

qoé l'on peut remplacer par celles-ci : 

pourvu que l'on prenne (|/i tel que 

d'après l'une des formules (Sg), n®9o. Car a:, j, ir ayant 
les valeurs (lo), on aura, d'après les formules du n° 93, 



m 






/w' 



c'est-à-dire les équations (9) 



mx m' m' i 



i6. 
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Les nouvelles équations (lo), entre lesquelles doit être 
faite rélimination de Vi et Vi , donnent d*abord 

d'où Ton conclut 

(la) +. = V,(S.r'-VÎ). 

On a donc, en égalant les deux valeurs trouvées pour ^i , 

(ii)et(i2), 

(i3) ii,=VÎ(S*'-VÎ)(VÎ-VÎJ. 

Cela posé, la première valeur (lo) peut s'écrire ainsi : 

élevant au carré, on a 



= VÎ7Tn-~-^(S.r^-V;+v:-./^); 



d'où Ton conclut, en prenant la somme symétrique, ayaijt 
égard aux relations du n° 9S, et à la valeur (i3), 

_ v;(Sx^-v ; )(v',-vf) _.. 

ce qui donne enfin, pour Téquation de la surface cherchée, 



(^4) «Tn^ + TTrrÂî-^ 



Sx' —a^ S x^ — ^2 Sx^ — c" 



Remarquons que, d'après la théorie des surfaces envelop- 
pées, les valeurs (lo) sont les coordonnées du point où 
Tonde plane (8), qui se propage avec la vitesse Yi, touche 
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la surface (i4)) c'est-à-dire de l'extrémité du demi-dia- 
mètre auquel on donne le nom de rayon lumineux dans la 
théorie physique que nous développerons plus tard, et où 
86 trouvera justifié le nom même de la surface des ondes. 
Or, si Ton rapproche le groupe (3) des valeurs (lo), on 
reconnaît que 

esfr vertu des foriùiiules souvent citées. La vibration propagée l' 
par l'onde plané avec la vitesse Vi est donc perpendicu- jA, 
laire au rayon Inmjueux correspondant. Cette conséquence' 
importante établit, comme on le verra, une différence 
-y' essentieUe entre la théorie de Fresnel et celle que nous 
. .exposons. .-A 

L'éqiiAtion (i4) peut se mettre sous une autre forme. 
.^..Soât Sx' = S; on a, en chassant les dénominateurs, 

■' ' . • ^ a:2[S2 — ( ^►^ + c2) S -J- ù^c'] 

et, en réduisant, 



C'est la forme que nous emploierons le plus souvent. Pour 
simplifier son écriture et d'autres calculs, nous posons 

jïi^Féquation (i6) devient 

^é) . RP — Q+7 = o- 






■.-*• 
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Cette notation est fort commode, malgré son défaut d*ho- 
mogéDcîté. On remarquera que R et i* sont de deux dimen- 
sions, P et p de quatre, Q et ^ de six. 

98. Points conjugués de la surface des ondes* — La 
recherche de Téquation de la surface des ondes peut j^tre 
abordée d'une autre manière. Le problème consiste i 
trouver la surface enveloppée par le plan dont l'équation 

est . . * 

(19) inx + ny -\- j)Z :=z V, 

les quatre paramètres m, /z, ^, V étant liés par les deux 
relations 

On donne plus de simplicité et un caractère nouveau à cet 
énoncé, en posant 

^^'^ y^ bc' S'-'ca y~^ab' 

la première donne alors 

la seconde, dans laquelle on élimine V^ devient 

Sjp".Sfl'jc'^ — Sn\ b^ -h c^)x'^ 4- <7 = o, 
et en posant, comme au groupe (17), 

(23) I Sa^x'^ = V\ 

se réduit à 

(24) R'P'-Q'-hy=o. 
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Enfin, l'équation (19) du plan générateur, quand on y sub- 
stitue les valeurs ( 21) , prend la forme 

(25) ^U.+ ^i, 

^ ' vc ca au 

Alors le problème consiste à trouver la surface enveloppée 
par le plan (aS), x\y\ z* étant les coordonnées d'un 
point M' de la surface auxiliaire (24). 

Or, d'après la première solution, cette surface auxi* 
liaire (24) n'est autre que la surface cherchée elle-même. 
De là résulte une propriété géométrique remarquable de la 
'? surface des ondes, qui facilite singulièrement son étude. 
Le point Mj aux coordonnées x^ j^ z, est celui où le 
pian (25) touche la surface enveloppée. Le point auxiliaire 
M' est le pôle (a5) relativement & l'ellipsoïde 

(26) fl+yl + L-,. 

bc ca ao 

Or, Ija symétrie complète des équations (18), (^4)9 (^^ 
prouve que ces deux points M et M' peuvent changer de 
rôles. Ces deux points appartenant à la surface des ondes, 
^nt donc conjugués^ en ce sens que chacun d'eux est le 
pôle, relativement à l'ellipsoïde (26), du plan tangent à la 
surface mené par l'autre. Cette propriété conduit très-sim* 
plcment aux valeurs des x, j-, r, en x^^y, z\ et récipro 
quement. 

On sait que le pôle dVn plan donne par l'équation 

fr. -+- ^j/- -4- //z = I , 

relativement à l'ellipsoïde (26), est le point dont les coor- 
données OT] , j^i , Zi permettent d'écrire Fëquation de c^. 
plan sous la forme ^ 

-_— _^ 1- — _ — l 

oc ca ao 



o 
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* ^ 

c c-^ilcn conclat 

Ola {lOfré; réqaïLio.i da plia ULzent en M^ â la sur- 
face (34), est 



y 


^- 


-«»R 


— 


«■ 


ê= 


— ^ . 


-X 










D 










y' 


X 


^£ R 




r - 


c- 


— a- 


— y 
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z' 


;p'- 


-c^R' 
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e^ 


fl"- 


— b- 


"._ 


I 



(28 

f ^ » 'P— c-B 

D' 

OÙ le dénominateur D' est. 

(29) D'i=2R'P' — Q' = RP — ^. 

Qr, le point M, aux coordonnées x. >*, z, est le p&le de 
ce plan (28) ; les formules (aj) donnent donc immédiate- 



( 



V 1 X = OCX 

Zo) {r = cay' 



P'-+-6»R'— 6«(c»-f-fl>) Ç 



D' 



-f 



; = ahz' ^ -S 



et Ton démontre, par le même procédé, les formules in- 
yerses ^ 

X'=hca: g-^ , ^^ 



•(3l) W = cay 



p^^iR__^2(c»_Hfl») 



D 



-» 



^«6, ^ ' 
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**bù D = RP — qf, et qui donnent les coordonnées du point 
conjugé M', lorsque Ton connaît celle du point M. 

99. Relations ^métriques entre les points conju-' 
gués. — Les premières équations des deux groupes (3o) 
et (3i), làullipliées l'une par l'autre, donnent 

^ ^M =(RP-y) (R'P'-^)r 

développant,^' remplaçant 6* -4- c* par r — a', a' (i* + c*) 
par p — i* c*, consé^ëlnment a* ( 6' H- c* ) * par 
rp — a*p 7— J* c*r 4- q^ puis 6rdonnant| on a 

*^^^ ^ =RR^PP'-y(R4-R'-r) (P-hP'-/?). 
Enfin, sî l'on pose 

1RR'-f-(P-+-P')— /?=:01I, 
PP'-f-7(R-!-R')-7r=^, 
RR'.PP' — ^(R + R'-rJ(P4-P' — /») = L, 



^^la relation (33) donne k^j»remière des trois relations 

(7^2 311/4- ô^c^<D^ = L, 



-«* 






les deux autres résulteraient du produit des deux secondes 
équations des groupes (3o) et (3i), puis du produit des 
deux troisièmes. Par rëliminalipii de L, il vient 

( ^> — r') (7 DR/ — fl"^i«;) z= o , 
(c> — fl») (^DTX. — ^^X) = o, 
(fli — h^) (yOib -- c^x) *= o; 

et, comme les vitesses a, 6, c sont supposées inégales, il 



% 
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faut que Ton ait 

d'où DU/ = o, puis Oîï = 05 c'est-à-dire 

(35) ■ j^^'-^(P-^P')-/^' - ^ 

d'où résulte évidemment que L (34) est aussi nul. Au moyen 
de CCS deux relations (35), on peut détenuiner R et P en 
fonction de R' et P', et Ton fiôuye 

»~ ô^ ' 

(36) / 

f ^— '/ i)/ 

On a ainsi deux équations (35) symétriques en X^y^ z 
et x\ y\ z\ On peut facilement en obtenir trois autres : 
d'abord l'équation (a5), que nous mettrons sous la fonne 

ax'x -f- bjr' X -4- «^j5,^= ahc\ 

et.81 Ion remarque que 

y-Q' = — R'P', 
le groupe (3o) donne 

d'après les valeurs (36). On a donc, entre les coordonnées 
de deux points conjugués de la surface des ondes , le groupe 
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de relations symétriques 

ax'x + by^y-\-cz'zz=:abc^ 
bcx'x -H cay V H- abz'z = R'R , 

(37) { a^x' X -\- bW'y -h c'z' z=^^\ 

^ abc 

R'R + (P'-+-P)z=/>, 
P'P + 7(R\-f-R)=:7r. 

Si on éliminait x'^y', z' entre elles, on retomberait sur 
Féquation (18), si x^y^ z sur l'équation (24). Le groupe 
(37)5 même surabondant, pourra donc remplacer l'équa- 
tion de la surface des ondes; on aura ainsi un nouvel 
exemple du procédé fréquemment employé dans les recher- 
ches analytiques sur les courbes et sur les surfaces, lequel 
consiste à représenter un lieu géométrique par plusieurs 
équations au lieu d'une, en introduisant des paramètres 
auxiliaires, ce qui permet de diminuer le degré ou l'ordre 
des équations. 

La ïhëorie des points conjugués de la surface des ondes 
étant- nécessaire à notre analyse, -nous avons préféré la 
donner tout de suite, et en quelque sorte^, tout d'un trait, 
les calculs qui s'y rapportent se simplifiant par leur con • 
densation même. La considération . des points conjugués 
nous paraît remplir, dans l'étude de la suiiace des ondes, un 
rôle analogue et tout aussi important que la théorie partielle . 
des diamètres conjugués dans l'étude des courbes et det^ 
surfaces du second ordre. Nous verrons, dans la prochaine 
Leçon, que cette association des points conjugués conduit 
très-naturellement aux propriétés les plus importantes de 
la surface dont il s'agit, sans qu'il soit nécessaire de faire 
usage du calcul infinitésimal. Cette surface mérite d'être 
étudiée par elle-même, et doit occuper une place impor- 
tante parmi les surfaces du quatrième ordre. On peut Tex- 
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plorer, pour ainsi dire gëométriqucment, en a'appuyant 
sur la théorie des pôles et polaires, empruntée aux surfiaces 
et aux courbes du second degré, comme Findique la Leçon 
actuelle; et en se servant des coniques sphériques et éllip-« ' 
soïdales, qui la découpent en éléments rectangulaires*,' 
comme nous le démontrerons. On ne saurait trouver un 
exemple meilleur et plus utile, pour appliquer les belles :A 
méthodes enseignées dans le Cours de Géométrie supé^ 
^ rieure^ créé si près de nous par M. Chaslea ; et pour vérifier 
les propriétés nouvelles des lignes de naOte diverse tracées 
^ sur des surfaces quelconques, que les travaux et les Cours 
de M. Liouville ont si bien fait connaître. 

11 importe de rappeler queTéquation (22), ou 
r"- 

(38) V'=|;, 

Oi- donne le carré de la vitesse de Fonde plane dont le rayon 

lumineux est OM ou v'Rî pareillement ^ est le carré de la. , .'. 

vitesse de Fonde plane dont le rayon lumineux ^ OM' ^ ' 

ou sJVl. Ou, en d'autres termes, ^ est le ç,arré de la vitesse 

de Fonde plane conjuguée au point M, ou dont le point M ^ 
est le pôle, relativement à l'ellipsoïde (a6). Nous dirons <:>^ 
aussi que les deux plans tangents en M et en M^ sont Aèià 
ondes planes conjuguées '^ et que chacun d'eux est Fonde 
' plane conjuguée au rayon lumineux qui aboutit à son 
pôle. ^ 
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ifèt^B tf^jiiétrique« delavprfaoedas ondes »^ Axes optiquâB, — Cercles 
àe contact et ombilica, — .. pd^bes BphéHqucâ &t courbes eUipiolda]e94 • 
-^ Cônes orthogontux. ^ Vai^Iétéé de la surface des ondsi. ^ 
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100. Sections principales. — Avant de parler des pro- .. 
priëtés optiques assignées aux cristaux biréfringents par IdB^'- 
surface des ondes, il importe de bien connaître la forme de 
cette surface et ses variétés. Elle jouit d^ abord de cette pro- 
priété remarquable, que ses trois sections principales se . 
composent chacune d'un cercle et d'une ellipse ^ en eflfet^ - 
so^ équation (16), n® 97, devient 

[ pourj: = Ô, (/^H-z^— fl») (^a^«-+-c2z2 — ô»c») =0, 

(1)^ pourj = o, (z^-hx^ — b^) (c*2*-i-«2.r2— <Jû»)=:o, ^ 

pourz = o, (a:2-+-j2__^2j (a^a:^^by — a^b^)=o, 

D'apcAs l'ordre décroissant a > J > c des trois vitesses 
principales, le cercle est extérieur à Tellipse sur le plan 
desjrz, intérieur sur c«lui des xy^ et les deux courbes se 
coupent en quatre points sur le plan des jzx. Essayons de 
définir la forme que doit avoir la surface, en nous bornant 
à Tangle trièdre des coordonnées positives. 

A partir de l'origine O, on prendra deux lignes propor- 
tionnelles ou égales à a, l'une OA snrFaxedesj^, l'autre OA' 
sur Taxe des z^ deux lignes ^ales à £, l'une OB sur Taxe 
des z, l'autre OB' sur l'axe des x; enfin deux lignes égales 
à c, l'ime OC sur l'axe des a:, l'autre OC sur l'axe des j^. 
On tracera, sur le plan des j^z, le quart de cercle AA', le 
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quart d^ellipse BC; sur le plan des zx^ le quart de cer- 
cle BB'^ le quart d'«;llipse CÂ'; enfin sur le plan des xjr^ le 
quart de cercle CC, le quart d'elHpse ÂB'^ toutes du cour- 
bes ayant O pour centre et leurs axes sur les arèt^ de 
Tangle trièdre. Soit, sur le plan des zx, 9 le point d^întftirseQ^ 
tion des deux courbes tracées \ la section complète donnera 

4rois autres points semblables, on quatre en tout, symëtri- 
quemçnt placés sur deux diamètres de la surface. Ainsi qu^il 
va être démontré, ces quatre points sont seuls communs aux 
deux nappes qui constituent la surface, Tune extérieure ou 

-enveloppante, dont la tracc^ sur les plans de TangljB trièdre 
cboisi, est $A'AB'$-, l'autre intérieure on enveloppée, dont 
la trace est $BC'C$. 

Pour obtenir une représentation sensible de la surface 
des ondes, le procédé suivant est encore le meilleur. Ima- 
ginons que l'angle trièdre des coordonnées positives soit 
coupé suivant Taxe desj^; que le plan des zjr tourne autour 
de OZ pour se rabattre sur le plan des zx; qu'enfin ce der- 
nier plan tourne autour de OX pour se coucher sur celui 
des jcy. On pourra dessiner avec exactitude, sur Punic^e 
plan qui contient ce double rabattement, les différentes 
traces de la surface^ telles que nous venons de les définir. 
On aura ainsi, sur une échelle aussi grande qu'on voudra, 
la^gf. 6. Si l'on rétablit ensuite les trois plans dans leurs 
positions primitives, et si l'on se place de manière à les 
voir sous un même angle, on se formera une première 
idée, exacte et simple, de la surface qui doit réunir les 
traces dessinées. Enfin, c'est en imaginant les mêmes choses 
répétées dans les huit angles trièdres des plans coordonnés, 
que l'on peut se figurer la forme complète de la surface des 
ondes. 

101. ^xes optiques, — Pour constater Texistence des 
deux nappes, et leur mode de liaison, soient : p un rayon 
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vecteur, et f^ g^ h les cosinus des angles qu'il fait avec les 
axes, d'où 

(2) *=/p, 7 = gp> « = /'p, S/»=i; 
réquation (16), n^ 97, deviendra 

(3) • p'Sa^/»--p\Sa*(b'-hc')p-{-a'b'c\S/^ = o; .. 
multipliant par 4.Sa*y*, et résolvant, on a 

ce qui donne en général deux rayons vecteurs pour chaque 
direction 5 et l'équation (4), suivant que le radical W sera 
affecté du signe + ou du signe — , donnera le plus grand 
ou le plus petit de ces rayons vecteurs, lesquels ne pour- 
raient être égaux que si W était nul. Or on a 

H- b' (fl^ — c'^Y g' + 2C*«2 (fl2 — b^) ( b^ — c'')h''f^ 
+ c' (a^ — b'-y-h' -f- 7,à'b'-(a^ — c^){b' — c^)f''g\ 

les facteurs des différents termes étant tous positifs; cette 
valeur de W peut se mettre sous les formes suivantes : 

W^ = [à" [b^ — c')/' + b'(a'' — c'')g' + cr'(a2 — b^)h'Y 
— 4 b\e*{a* ^b'-){b'^ — c'')h^f^ 
= [^2(^2 _ ^)^» -^{asjb^ — cKf-^csja^ — b\hY] 
:X[b^{a^'-' c") g^-h{a\lb'' ^ c\f -^csja^ — bKhyi^ 
et Ton voit qu'elle ne peut s'annuler que si 

g — o, et a''[b^--c^)f^=ic^{n^'-b^)h\ 
Ces deux relations, jointes à la quatrième (2), donnent 

ou les directions de deux diamètres situés dans le plan de 



" .JM *^ 
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^ zx'^ d'où il résulte 



(7) '•==^-7=5=^' •^•=*'' '•==*= rî=^' 



pour les coordonnées des iquatre points 9, les seuls qui ' 
8<^mt communs aux deux nappes 4^ la surface. if 

On donne aux deux diamètres qui aboutissent à ces qûifttre 

^pointa le nom d'oMtf optiques ] nous les distinguerons par 

les cosinus, ^ . [: 

> / ^ c v^£i» — *» . a slb^ — c^ 



{S) ' ' 



c sja^ — b^ . a slb' — c' 

•^»»— a7==:' 5^00=0, A„= — j-y== 



c' 



Désignons par U et U' les angles <Jiiè le rayon vecteur p fait 
avec ses deux axes \ on aura 



c ^à' — ôH/H- adb^^c'.h 
cosU = /. j 

b \la^ — c^* * 

d'où Ton concluti sans difficulté, \:.jh.^ 

(i — cos^U)(i— cos^U')^<(û» — c^)^ * - * 

ce qui donne au radical W la forme très-simple 
(9) , W=:A^(«» — c>)»inU8inU', 

et à l'équation (4), celle-ci, 

2p^Sûy^ — Sfl2(^» -h <:»)/»= ± *»(«' — c^)sînU sii^U^, 
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ou, puisque d'après l'équation (3), 



J^ 


p'S 


fl'/'- 


S«»( b' 


+ c»)/» 


^ — 


autrement 










(ro) 


Sà'f- 




t = ± 


6» (a' - 

P^ 


— isii 




"7^' 



sinUsinU'; 

que, si jOi est le plus grand et p^ le plus petit 
l*ayons de même direction, on aura simultané- 

Sa^f^ - eLiLi. =:£Ji!^_iisinUsinU', 
Pi Pi 

— i Sa-^f ^ == — ^ „ ■ - smU sinU', 

tion , en divisant par a^ t't? ' ( -r -h -r p 

équation fondamentale dans la théorie physique des cris- 

V taux à deux axes, et qui établit une relation entre les vitesses 

; des deux rayons lumineux de même direction. 

• .:j^^renons la notation employée aux n°" 97 et 98, dans la 

tK^^He des points conjugués de la surface des ondes, et 

désignons par oTi , ^i , ^i , x^^ y^^ z^ les coordonnées des 

. poiints Ml, Mt, dont les rayons vecteurs sont pi^ p%\ nous 

^ aurons le tableau 

iiÈ) }' ^î+^î-+-^î =R. = pî, 
■^ ^î+jj + z; =K,=pU 

ft* ÉDIT. 1 7 
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Maintenant, Téquation (3) donne, par son dernier terme, 



Sa^f 



ou bien, d'après le tableau (i3), l'une ou Tautre des deux 
relations 

(•4) R. = ^» R.= ^- \ 

Mais, d'après le n° 99, — est le carré de la yitésse de l'c^de 

plane dont M^ est le pôle-, ^ est le carré de la vitesse de 

Fonde plane conjuguée au point M,. On a donc ce théo- 
rème remarquable : \liî-' 

La vitessiPide chacun def^f^ux rayons lumineux d'une 
même direction est égale à ta vitesse de V^nde plane con- 
jugée à Vautre rayon, 

102. Cercles de contact et ombilics. — Proposons- 
nous de trouver le point conjugué de l'extrémité M^, d'un 
axe optique-, prenons pour Mo le point $, n® 100, situé 
dans l'angle trièdre des coordonnées positives; puisqu'il 
est à l'intersection des deux courbes qui composent la sec- 
tion principale des zx^ ses coordonnées vérifieront les 
trois équations 

(i5) y=o, 0?=' -f- 2» z= ^2 __ R^ a^x^-^c^z^ = à'f^z=:V^ 

et seront conséquemment 



(l6) ^=:C-î— ==.» X = 0, z = a-—==:' 

On sait que, les coordonnées x^ y^ z d'un^int M étant 
connues, celles x\ y\ z ' de son conjugué M' sont données 
par les formules (3i), n" 98; mais il y a une excepâ<yci i 
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cette règle, c'est lorsque le point M est M^ , car les valeurs 
citées se présentent sous la forme -> ou restent indétermi- 
nées, puisque les valeurs (i5) donnent 

P-4- c^R— c'{a^-{-ù')=o'. 

Il faut donc se servir d'une autre métbq^pour trouver le 
conjugué M'^ de Mo. 

A cet efiet, substituons les valeurs (i6) et (i5) aux 
a:, y, z, P, R du groupe (87), n° 99; il en résultera entre 
a:', j^', z\ les quatre équations 



c^x' v/û2 __ ^2 _,_ aH' sjb- — c' = bVi' y^a» — cS 

(18) { p^ 

i^x' s/a' — b' -h c-z' sJb-" — c' = -7- sjà" — c% ^ 

P' -f- b^K' — 6^ (c» 4- «-) = ; 

car les deux dernières des cinq équations du groupe cîtén^en 
donnent qu'une seule, et même la dernière (18) \ mais cette 
dernière (18) "n'est qu'une conséquence des trois premières, 
puisqu'on peut l'obtenir en additionnant la deuxième et 
la troisième, et retranchant la première multipliée par 
c*-t-a*. La première (18) représente un plan, la seconde 
une sphère, la troisième un ellipsoïde, surfaces qui doivent 
comprendre le point M', que nous cherchons. 

Or il arrive que les points communs au plan et à la 
sphère sont aussi, et tous, situés sur Tellipsoïde: en effets 
les équations de la sphère et de l'ellipsoïde peuvent se 

»7- 
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mettre sous la forme 



c'-jt'y/z' — ^= H- a-z' ^L' — i 



09) { 



^ -{b-x'^'^by-^rb'z''). 



a-af \rt — ^= ^c'z' si'^c' 



^"\ '" («^^'= + b^y ^ eV-'J; 



si Fou retranche la première de la seconde, on a 



bs'a^ — r> (.r' yV/^ — b' — z' ^'b^ — c-) 
— ia^ — ^^) x'^ — [b- - r=) »'% 

V 

ou, réunissant dans le deuxième membre, 

\ O = > ^ «^ — ^» — z' y'^2 — i-) 

.' 20) J 

( X [^c' V ^/-" — b' -r-z' yjb- —t'^b \la- — C')\ 

c'est-à-dire que rinierseclion de la sphère et de l'ellipsoïde 
(19) se compose de deux courbes planes; et puisque le plan 
de Tune de ces courbes n'est autre que le plan (18), il en 
résulte le fait énoncé. 

D'où Ton conclut que tous les points de la circonférence 
de cercle, intersection du plan et de la sphère (18), sont au- 
tant de points M'^ ou de points conjugués de Mo, extrémité 
d'un axe optique. Mais tout point M est le pôle, relative- 
ment à Tcllipsoïde (26), n"* 98, du plan tangent dont son 
conjugué M' est le point de contact; tous les conjugués IMT, 
de Mq sont donc autant de points de contact d'nn seul et 
même plan; c^esl-à-dire que le plan (18) est tangent à la 
surface des ondes suivant tonte l'étendue de la circonférence 
du cercle, représenté par les deux premières équations (18), 
et que nous appellerons cercle de contact. Mais tout conju- 
gué M', est le pôle d'un plan tangent en M^; il y a donc, 



*** 
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en Mq 9 une infinité de plans tangents ayant leurs pôles si- 
tues sur le cercle dé contact |^ c'èst-& -dire q^e M^ , ou Tex* 
trémité d'un axe optique, est un ombilic de la surface des 
ondes. Cette surface a donc quatre cercles de contact et 
quatre ombilics. = 

Cette double pï^riëté achève de définir la forme de la 
surface q[ue nous étudions. Les tangentes communes au cer- 
^cle de rayon i, et à rdlipse d'axes a et c, dans la section 
/^.des zx^ déterminent les diamètres des quatre cercles de 
"'contact. Le^ deux nappes n'ont d'autres points communs 
que les quatre ombilics. Si on les détachait en ces points, ' 
la nappe externe on enveloppante figurerait une sorte de 
coussin ayant pour section moyenne l'ellipse d'iixes a et b, 
et quatre coins rentrants; tandis que la nappe interne ou 
enveloppée présenterait la forme d'une outre, ayant pour 
section moyenne le cercle de rayon c, et quatre nœuds en 
saillie. Pour l'œil placé au loin sur l'axe des j^, le contour 
apparent' de la nappe externe est une sorte d'octogone, 
ayant quatre côtés linéaires et non adjacents, réunis ou sé- 
parés par deux arcs de cercle et par deux arcs d'ellipse aux- 
quels ils sont tangents ^ tandis que le contour apparent de 
la nappe interne est un quadrilatère convexe, à côtés cour- 
bes, deux circulaires et deux elliptiques, formant angles 
aux quatre sommets. Les contours des mêmes nappes, pour 
l'œil placé au loin sur l'axe des z ou sur Taxe des x, ne 
présentent aucune discontinuité du même genre *, ils sont 
ou complètement circulaires, ou complètement ellipti- 
ques. 

103, Courbes spliériques et courbes ellipsoïdales. — ^11 
est une autre manière de représenter la surface des ondes, 
qui conduit à de nouvelles propriétés. L'équation de cette 
surface étant - 

(21) • Q=RP-+-y, 
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011 a le groupe des trois équations 

*^ • 
et si ron regarde R et P comme deux paramètres auxiliaires, 

ce groupe représente aussi la surface. Les limites des valeurs 

que Tou peut donner à ces paramètres se déduisent de la 

réalité nécessaire des x^j, z. SI Ton ajoute trois foia les 

équations (22), après les avoir respectivement multipliées, 

une première fois par — t*c*, — «*, -f-i î.une seconde par 

— c'a', — &•, H- 1 5 une troisième par — a* A', — c*, 4- 1, 

on isole successivement le carré de chaque coordonnée, et 

l'on a 

l^^) U - ^a.-b'^)[b^^c^] ' 

^ _ (R — c^)(P— fl^^^) _ 

ou bien, en composant les dénominateurs de facteurs posi- 
tifs, vu l'ordre décroissant «]> t^ c, 

(a' — c^) (fl*— b') ' 
(R — c=')(P — ^^ô») 



2-'= — 



(^2__c2)(a»_C>) 



Pour que j- soit réel, il faut que R — £* et P — c*à^ soient 
de môme signe. Si ces deux facteurs sont positifs, ou si Ton 
prend R>i'>c*, P>c'a'>&'c% la réalité de a: et de -8 
exige que R ne surpasse pas a', et que P ne surpasse pas 



■*-• 
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a'&'. Si les deux facteurs du numërateur de j^ sont néga- 
tifs, ou si l'on prend a*>i">R, rt*i«>c*a*>P, la réa- 
lité de a: et de z exige que P surpasse t'c% que R surpasse 
c*. Ce qui donne les deux séries d'inégalités 

Ainsi les deuit paramètres sont liés l'un à Tautre, de telle 

.sorjt^ que si R est compris entre a^ et J', P doit l'être entre 
• iîft*vÇt^*^'5 et que si R est compris entre i' ejt c*, P doit 
^..TêSe entre c^a^ et i*c*. Les inégalités (aS). ont lieu sur la 

nappe externe, les inégalités (26) sur la nappe interne. 
Si l'on fait usage du tableau de symétrie, des focmc^» etw>, 

du genre de calcul du n® 95, on déduit facilèiagadi^ dMf^'. 

groupe (23), ,.. ■ yi j^^^ 



ce qui montjr^ que l'équation de la surface des ondes peut 



..*^ ........ 

se mettre sôus les d^zi.ibrmes 

r 



(^7) 



P_/,2^2 P_C'û2 p_a2^2 



= 0, ^. 






-î- 



Toute sphère dont l'équation est ^ i^* 

(28) a:2H-;r»-|-«^:zr:R,, 

coupe la surface des ondes suivant une courbe sphérique, 
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qui est en même temps sur le cône 



fi' jr 

{29y S 



K — fl- 

Tout ellipsoïde dont IVqualion est 

(3o) a^x' -i- by- ~ f-c- = P: , 

trace sur la même surface une courbe ellipsoïdale qui est en 
même temps sur le cône 



(3i) 



^, — b'C- 



Ainsi, chaque point de la surface des ondes est détèmiiné 
par l'intersection d'une courbe sphérique et d'une courbe 
ellipsoïdale. Il s'agit de faire voir que ces courbes se cou- 
pent à augle droit. Soient Xj , j'i , Zx les coordonnées du 
point Ml , où les paramètres R et P ont pour valeurs R^ , P^ ; 
«i les deux cônes (ap) et (3i) ont pour plans tangents, en ce 
point, 

S =0. o z irz o; 

et le cosinus de l'angle compris entre ces plans a pour 
facteur 

Ainsi les deux cônes se coupent orthogonalement. Or, la 
tangente à la courbe sphérique en Mj est perpendiculaire 
au rayon de la sphère (28) ou à Tarète commune des deux 
cônes; elle est donc perpendiculaire au cône (Si), et, par 
suite, à la tangente à la courbe ellipsoïdale. 

104. Cônes orthogonaux. — Le cône qui coupe une 
des deux nappes de la surface, suivant une courbe sphé- 
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rique, coup^ l'autre nappe suivant une courbe ellipsoïdale. 
En effet, d'après les équations (14)9 n^ ^01, silli et Rs sont 
les carrés de deux rayons vecteurs de même direction^- ou a 

P,R, = P,R, = ^; 

or, sur le cône (29) Rj est constant, donc Pi = ~ l'est 

aussi 5 c'est-à-dire que ce cône trace une courbe ellipsoïdale 
sur la seconde nappe. Pareillement, sur le cône (3i) Pi est 

constant, donc R, = ^ l'esL aussi ; c'est-i-dire que ce cône 

trace une courbe sphériqu'é àur la seconde nappe. D'après 
cela, si nous appelons cône Rj celui qui est représenté par 
Tëquation (29), nous pourrons appeler cône Rs celui que 
représente l'équation (Si), ou celle-ci 

(32) S- 



K,— a' 



qui s'obtient en substituant ^ àP|, dans cette même équa- 

tion (3i). 

Les deux cônes R| et Ra', qui se coupent à angle droit, 
suivant une arête commune, sont tels, que si Ri surpasse 2>', 
nécessairement Ra lui est inférieur. En effet, pour que 
y* ( 24 ) soit positif, si l'on a Rj > t*, il faut que Pi > c'a* 5 
mais on doit avoir RjPi = a*t'c*,"donc Rj <[ i'. Nous 
supposerons que R^ est toujours supérieur à 2>', et Rj infé- 
rieur. D'après cela, tout cône Rt trace une courbe sphérique 
sur la nappe externe, et une courbe ellipsoïdale sur la nappe 
interne 5 l'inverse a lieu pour un cône Rf Les équations (29) 
et (Sa) de ces deux familles decônes peuvent se mettre sous 
la forme 



(33) 
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Aux limites extrêmes, Ri peut prendre sa moindre valeur 
&', Ri sa plus grande qui est aussi b^ ] mais la nécessité 
que ;y' soit toujours positif, quoique infiniment petit, 
exige 



qnepour R, .-= i' on ait ^._^. >^ 



7»' 



/•2 mi . ' rï' T'î 



que pour l\,z:^b' on ait ^^— -^>-^-_^, 

d'où l'on voit que les cônes limites, Rj = A', Rj = i', se 
réduisent aux plaques angulaires comprises entre les deux 
axes optiques, n° 101, et dont les bissectrices sont, Taxe 
des X pour le cône Rj = 6', l'axe des z pour le cône Rj = A*. 
En général, tout cône Ri entoure l'axe des x, tout côneRt 
l'axe des z. 

On peut encore mettre les équations ( 29) et ( Sa) des deux 
familles de cônes Ri et Rg sous une autre forme qui précise 
mieux leurs liaisous et leurs différences. Cette transfôrma- 
tion s'opère en posant 

il I v' I I Y^ 

l R^ ~~ P ■" 7- ' r^ "~ ^ T 



7-» 



k étant une constante quelconque, p et v deux paramètres 
nouveaux, la constante y surpassant |3. Les 'équations (29) 
et (32), que l'on peu,! écrire ainsi, 



x^ 


I I 


L. 1 ^» 


I I 


I I 


lll rt» 


R, ù' 


R. c' 


x^ . 


I ^' 


z' 


I I 


1 


i ■ ■ — 

I I 



R, a' K, b' R2 c^ 
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deviennent, par la substitution des valeurs ( 34) 9 

(35) ^f~V^~7=?'- 



et représentent des cônes homofocaux, cÂï les cônes asymp- 
totes à deux familles d'hyperboloïdes à une et à deux nappes, 
dont les sections principales ont les mêmes foyers. 

i05. Variétés delà surface des ondes. — Pour com- 
pléter l'étude purement géométrique de la surface des 
ondes, il nous reste à dire quelques mots sur les variétés de 
cette surface. Lorsque deux des trois vitesses principales a, 
&, c sont égales, la surface se décompose en deux autres, 
une sphère et un ellipsoïde de révolution. Eu eilet, son 
équation (16), n° 97, devient 

(36) [x^ 4-^*-+ z' — a^) [a- [x- -h j^) -\- c'-z' — à'c-\ = 0, 
si & = a ;.et 

si c±= ft. Dans le premier cas, la spbère enveloppe l'ellip- 
soïde, lequel est allongé-, dans le second, Tellipsoïde est 
aplati et enveloppe la sphère. Dans les deux cas, les deux 
surfaces se touchent aux deux pôles de rellipsoïde ou aux 
deux extrémités de son axe de révolution. Enfin, lorsque' 
les tiyyis vitesses principales sont égales, la surface des 
ondes se réduit à une sphère, ou plutôt à deux sphères égales 
et qui se superposent; car, si l'on fait « = i = c dans 
l'équation (16), n° 97, ou c = a dans l'équation (36), ou 
t = a dans l'équation (87), on obtient 



^ 
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Quand la surface des ondes devient une sphère et un el- 
lipsoïde, prr l'égalité dedeux des vitesses principales, deux 
points conjugués Tun de l'autre sont situes sur une même 
perpendiculaire à Taxe. Ces deux points se confondent 
lorsque les trois vitesses sont égales. Mais la considération 
des points conjugués est inutile, pour ces variétés de la 
surface des ondes. 
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tes â la surface d'un liquide.— Ondes linéaires composées.— 
0[u!o3 sphi^riqiie^. — Constfaiètlon d*Huyghens. — Théorie de la double 
réfraction de Frcsnel. 



i06. Ondes cifxulaires. — Dans les deux dernières Le- 
çons sur les propriétés purement géométriques de la sur^* 
face des ondes, nous avons supprimé les définitions et lés 
développements qui concernent la tbéorie physique où cette 
surface joue un rôle important. Nous allons combler cette 
lacune dans la Leçon actuelle, et nous essayerons d*aban- 
donner un instant le langage des géomètres pour employer 
celui des physiciens. Notre but est d'exposer la suite des 
idées qui ont amené la théorie de la double réfraction au 
point où elle se trouve aujourd'hui, en laissant à ces idées 
tout ce qu'elles ont de hardi, de hasardé, de peu rigoureux 
quelquefois. Ce sont précisément ces défauts, ou plutôt ces 
qualités, que nous cherchons, puisqu'il s'agît de donner 
un exemple du pouvoir que possède l'analyse, d'apprécier 
la valeur des idées préconçues. Commençons par dire d'où 
viennent les idées d'onde^ d* ondulation ^ Sonde plane^ de 
surface des ondes ^ de toutes les expressions que nous avons 
employées sans définition suffisante. Empruntées pour la 
plupart à la théorie physique des liquides, elles ont servi à 
Tacoustique, et une analogie encore plus grande les a éten- 
dues aux phénomènes lumineux. 

Lorsqu'un corps pesant, d'un certain volume et d'une 
densité plus grande que l'unité, tombe verticalement sur la 
surface d'une nappe d'eau tranquille, on sait qu'il se forme 
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des rides circulaires et mobiles, dont le lieu de Ift chute 
est le centre. Ce sont là des ondes circulaires. On se rend 
compte de ce phénomène en remarquant que les molëcnles 
d'eau, brusquement abaissées au centre d'ébranJUtâit^ 
oscillent verticalement avant de revenir au repos {Xjbaixcâp 
vement oscillatoire se commutiique de proche eif proche 
avec une certaine vitesse de propagation, la même dans 
toutes les directions. Si Ton peut faire en sorte que la co- 
lonne centrale ne fasse qu'une oscillation, il n'y aura qu'une 
ride circulaire qui se propagera, en s'agrandissant quant à 
son rayon, et en s'cflTaçant par la diminution graduelle de 
sa hauteur ou de l'amplitude de Foscillatiou. En général, 
il résulte de la chute du corps pesant plusieurs oscillations 
décroissantes, au centre de l'ébranlement, et fàf suite plu- 
sieurs rides ou ondes circidaircs qui se propagent à la suite 
les unes des autres. 

107. Ondes linéaires composées. — St une oscilla- 
tion unique, produite au centre, a une amplitude assez 
grande pour que l'onde circulaire soit encore sensible à une 
très-grande distance de ce centre, on pourra la considérer, 
à cette distance, comme formant une oncle linéaire sur une 
assez grande étendue*, mais, dans certaines circonstances, 
il peut se former à la surface d'une grande masse d'eau 
tranquille des ondes linéaires composées^ qui partent des 
centres d'ébranlement eux-mêmes, ou qu'il n'est pas né— - 
cessaire d'aller chercher loin de ces centres. Par exemple, 
imaginons (^g. 7) des boules t, b\ b^\,.,^ t ^"^, suspendues 
par des fils métalliques très-minces à une barre horizon- 
tale BH, mais à des hauteurs différentes, sur une même 
ligne J^"^i inclinée à l'horizon 5 soit EA la surface d'une 
eau tranquille, E'A' un plan horizontal rencontrant tous 
les fils de suspension un peu au-dessous de la barre BH; 
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an mécanisàie fait descendre tout Tappareil, d'un mouve- 
ment unîformet^de E'A' en EA. L'immersion rapide de 
chaque boule produit un système d*ondes circulaires; tous 
les systèmes d'ondes coexistent ou se superposent ; d'après ^ 
la disposition des. boules, et l'uniformité de la desdenle, 
ils sont en retard les m^s sur les autres : quand celui dc^la^ * 
boule la plus élevée b f"' commence, celui de la boule b s'est ' 
déjà étendu jusqu'en (3, celui de i' jusqu'en |3', celui de b^ 
juagu'en |3'^, etc. A ce moment, les effets des ondes circu- 
laires, en leurs points d'intersection, sont concordants ^ 
la suite de tous ces points d'intersection forme ane ligne 
droite EF , où les hauteurs des rides sont plus que doublées, 
et il en résulte l'apparence^^d'une onde linéaire, se propa- 
geant d'ailleurs avec la même vitesse que les ondes circu- 
laires. 

Pour tracer la direction de celte onde linéaire composée, 
il suffit de décrire le cercle dont le lieu de la chute de b est 
le centre, et qui a pour rayon l'espace parcouru par son 
système d'ondes avant la chute de i^"^, puis de mener par 
le lieu de cette dernière chute une tangente au cercle décrit. 
On voit facilement que EF fera un angle d'autai^t moindre 
avec E A que la ligne des boules sera plus voisine de l'hori- 
zon; si cette ligne des boules était horizontale, tous les 
systèmes d'ondes circulaires commenceraient en même 
temps, et l'onde linéaire composée serait parallèle à EA. 
De l'autre côté de EA, il existera un système d'ondes li- 
néaires semblable et symétrique; ce qui formera une sorte 
d'onde, angulaire d'abord, puis composée de deux côtés 
non parallèles qui ne se rencontreraient sur EA que si oiî.; 
les prolongeait. S'il n'y a que deux ou trois boules, là par- 
tie active de Tonde linéaire composée aura fort peu de lar- 
geur, car elle se réduira au lien des contacts de deux ou de^ 
trois cercles tangents; on aura ainsi des rayons onduloif 
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foires composés^ perpendiculaires aux ondes linéaires dont 

il vient d'être question. -jfk^^ 

Voici la définition d'un rayon ondulatoire : Supposons 
une seule boule tombée; les molécules d'eau, primitive- 
ment situées à la surface du liquide sur une ^droite partant 
du lieu de la clmtc, formeront au bout d*nXi «rtain temps 
une ligne sinueuse, et plus tard encore une' iutre ligne si- 
nueuse en tout semblable à la première, mais dont la forme 
i^ sera déplacée, comme si, de la première époque à la se- 
^conde. la ligne avait glissé avec la vitesse de pix)pagàtion ; 
c'est là un rajon ondulatoire. La distance entre les taâ^ 
gcntes horizontales d'une même sinuosité est V amplitude 
de Vondulation^ cette amplitude va en diminuant à mesure 
que l'ondulation est plus éloignée du centre. La distance 
entre les verticales passant par les points de contact de deux 
tangentes horizontales successives, du même côté d'une si- 
nuosité, est la largeur d^onde^ ou la longueur d^ondula- 
tion^ elle ne varie pas dans le mouvement général. Si Ton 
revient au cas de trois boules tombées successivement, on 
verra que la suite des points de concordance des trois sys- 
tèmes d'ondes circulaires forme deux rayons ondulatoires 
composés,' dont l'amplitude est au moins double de celle 
d'un rayon ondulatoire simple. 

* Si Ton voulait établir, en cbacun îîes centres d'ébran- 
lement, une suite d'oscillations d'égale amplitude, il faV 
drait disposer sur les mêmes (ils verticaux plusieurs, rangées 
<.de boules parallèles kb^^^b^ et équidistantes entre elles; 
leur intervalle vertical étant dans un poftain rapport avec la 
vitesse uniforme de la descente. On pourrait laisser tomber, 
;^d'une même hauteur, des boules ou de simples gouttes s'é- 
cbappant par les trous d'un tamis, lesquels ne seraient ou- 
; verts que successivement* De quelque manière que ce soit, 
^'expérience est évidemment réalisable. Voici, d'ailleurs, 
une circonstance où des ondes linéaires composées se pro- 
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duisent naturellement. Lors de la marche régulière d'un 
bateau à vapeur d'une grande force, sur un fleuve peu pro- 
fond , l'immersion successive des palettes occasionne un 
effet du même genre que celui de noire appareil à boules; 
on voit, à une certaine distance en avant, deux ondes li- 
néaires inclinées sur Taxe, une de chaque côté ; elles mar- 
c^nt avec la même vitesse que le bateau, et comme si elles 
liîf^,&taient invariablement unies. Ces deux vogues linéaires 
s étendent, eu divergeant à l'arrière, jusqu'aux deux rivés 
dHf» fleuve, où elles agitent convulsivement les batelets 
^qui y stationnent. L'angle qu'elles forment est d'autant 
moindre que le bateau va plus vile. Leur hauteur est d'au- 
tant plus grande que l'eau est moins profonde. Ce phéno- 
mène est surtout sensible svp^la basse Seine, etître Rouen 
et le Havre. 

108. Ondes sphéiiques. — Pour expliquer, dans la théo- 
rie physique des ondes lumineuses, les phénomènes de la 
réfraction simple et de la réflexion, on admet que les mo- 
lécules de la surface de tout milieu diaphane d'élasticité 
constante, atteintes par la lumière, entrent en vibration 
et deviennent les centres d'autant de systèmes d'ondes sphé- 
riques, qui donnent lieu à des ondes planes composées de 
deux sortes: les unes se propageant dans le milieu exté- 
rieur, d'où la lumière réfléchie 5 les autres dans le milieu 
diaphane lui-même, d'où la lumière réfractée. Soient 
(fig'i) AB la face plane d'entrée du milieu diaphane; 
IL un rayon lumineux incident situé dans le plan de la 
figure, que nous appellerons plan d'incidence; soit PL per- 
pendiculaire à IL : si le point lumineux est très-éloigné, 
on pourra regarder le phénomène comme produit par une 
onde plane ayant LP pour trace, et se propageant nor- 
malement ou suivant IL, avec une vitesse de propagation 
que nous prendrons pour l'unité. Tous les rayons i7, i'/', 

2* ÉDIT. 10 
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Î*''/", etc., parallèles à IL, seront concordants en L, /, /', 
', etc. ; c'est-à-dire qu'ils y seront constamment aux mêmes 
époques de leurs mouvements vibratoires. Ils atteindront 
respectivement des molécules m, m', m", etc., de la surface 
du milieu diaphane, lesquelles entreront en vibration et 
deviendront les centres de systèmes sphériques d'ondes lu- 
mineuses, mais d'autant plus tard que ces points sont plus 
éloignés de L. 

Pour trouver l'onde plane composée, de lumière réfrac- 
tée, qui résultera du concours de tous ces systèmes d'ondes 
sphériques, inscrivons dans l'angle PAL une ligne PA, pa- 
rallèle à IL, et égale à l'unité ou à la vitesse de propagation 
de l'onde plane incidente. Tous les points de la perpendi- 
culaire au^Ian d'incidence, dont A est la projection, com- 
menceront à s'ébranler en même temps -, mais, à cette époque, 
le centre L aura étendu son système d'ondes sphériques à 
une distance a, vitesse de propagation de la lumière dans 
le nouveau milieu. Or, si l'on mène, parla perpeadiculaire 
en A, un plan tangent à la sphère de centre L et de'^rayon a, 
on aura évidemment l'onde plane composée, où tous les 
systèmes sphériques de centre L, m, m\ m^^ etc., seront 
concordants. Si Tonde plane incidente LP n'est active que 
sur une étendue LX, la surface AB ne sera ébranlée que 
sur une étendue correspondante Ljx, et l'onde plane réfrac- 
tée que sur une étendue Ro, où se trouvent les contacts des 
ondes sphériques concordantes, dont les centres sont entre 
L et //. Alors, au faisceau incident ILe/ji correspondra le 
faisceau réfracté LRfxp^ ou bien, au rayon incident IL, 
le rayon réfracté LR. En outre, les centre» d'ébranlement 
L, m, m' m" donneront lieu à des ondes hémisphériques 
dans le premier milieu; elles seront concordantes sur le 
plan mené, par la perpendiculaire en A, ungentielledkent 
à la demi-sphère décrite de L' comme centre, avec dn rayon 
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à AP, vitesse de la lumière' dans ce premier milieu, 
Si l'onde plane incidente n'est active que si^r L^, au fais- 
ceau incident ILe^ correspondra le faisceau réflécliî Ll'ps'; 
l'e' étant, sur l'onde plane réfléchie, le lieu des con- 
tacts des ondes concordantes dont les centres sont sur L/jl: 
ou bien, au rayon incident IL correspondra le rayon ré- 
fléchi lF. 

Voîci les conséquences mathématiques de cette théorie : 
Les points de contact R et I' des plans tangents aUs; deux 
sphères, par suite le rayon réfléchi LI' et le rayon T^.-^ 
fracté LR, seront dans le plan d'incidence. Soient NLN' "- 

normale à AB, l'angle d'incidence ILN = /, l'angle de ré- 
fraction N'LR= r] on aura 

^CT^ . <C> I sin/ sinr 

PLArnô LAa=rr, et -— - =r = -, 

AL I a 

puis le triangle 

LAI'rrrALP, d'oÙ rAL=:/=:rLN, 

angle de réflexion. D'où Ton conclut ; 1° que pour tout mi- 
lieu diaphane uni-réfringent, le rayon réfléchi et le rayon 
réfracté sont dans le plan d'incidence ; 2° que l'angle de 
réflexion est égal à l'angle d'incidence; 3° que le sinus de 
l'angle d'incidence, divise par le sinus de l'angle de réfrac- 
tion, donne un rapport constant appelé indice de réfrac- 
tion ^ et égal au rapport direct des vitesses de la lumière 
dans les deux milieux. Et ce sont effectivement là les lois de 
la réflexion et de la réfraction simple, qui ont été si sou- 
vent vérifiées. 

109. Construction d^Hujghens. — Pour expliquer de 
la même manière les phénomènes optiques des cristaux bi- 
réfringents, à un seul axe optique, il suffix d'admettre^ 

18. 
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avec Huyghens, que chacun des points L, m, m', m^\ etc., 
qui sont successivement atteints par Tonde plane incidente, 
devient le centre d'un double système d'ondes, les unes 
sphériqucs, les autres ellipsoïdales et de révolution autour 
d'un axe dit de double réfraction^ ayant Ja même direction 
dans tout le milieu. De là résulte, par réfraction,' deux 
ondes planes composées, passant par la perpendiculaire 
en A, et tangentes à deux ondes, Tune sphérique, l'autre 
ellipsoïdale, ayant L pour centre, et un même diamètre 
parallèle à l'axe; ces deux ondes étant les limites atteintes 
par les deux systèmes émanés du centre L, quand l'onde 
plane incidente arrive en A. Si l'onde plane incidente n'est 
active que sur l'étendue LX [fig, 9), Tonde plane tangente 
à la sphère de centre L ne sera active que sur Tétendne R/9, 
lieu des contacts des ondes sphériques concordantes dont 
les centres sont situés entre L et fji, et aussi Tonde plane 
tangente à l'ellipsoïde de révolution ne sera active que sur 
l'étendue R'p', lieu des contacts des ondes ellipsoïdales 
concordantes dont les centres sont sur Ljji-, c'est-à-dire 
qu'au seul rayon incident IL correspondent les deux rayons 
réfractés LR, LR'. Telle est, en effet, la construction 
d'Huyghens pour les cristaux biréfringents à un axe, con- 
struction qui, énoncée empiriquement, a été vérifiée par 
l'observation jusque dans ses dernières conséquences. 

Ainsi, il résulte de cette construction que le rayon ré- 
fracté LR suit complètement les lois de la réfraction sim- 
ple j c'est le rayon ordinaire. Le rayon réfracté LR', dit 
extraordinaire y suit des lois plus compliquées \ il n'est dans 
le plan d'incidence : i® que si ce plan est parallèle à Taxe 
de double réfraction, et alors le rapport du sinus d'inci- 
dence au sinus de réfraction n'est pas constant; 2^ ou, 

quand la face AB est parallèle à Taxe, que si le plan d'inci- 
dence lui est perpendiculaire 5 et alors le rayon LR', sans 



SUR l'I^L^STIGITÉ.» 277 

se confondre avec LR, suit comme lui les lois de la réfrac- 
tion simple. Enfin, si la face aB est perpendiculaire à Taxe 
et que le rayon inciiden^soit normal, il n'y a qu'un seul 
rayon réfracté^^«ioiiîuiIr''aussi. Toutes ces conséquences de 
la conception -oBlljgliens, et d'autres encore, se vérifient 
complètement. Mais cette conception hardie, si bien justi- 
fia par les faits, laisse en dehors la'cause même de la douUe ' 
réfrftcdon et de li^'^larisatîon qui accompagne ce pïién})- . 
mènej^ ^ussi la construction d'Huyghens n'a-t-elle été ie- 
gardéey pendant 'longtemps, que comme iOlie règle empiri- 
que, due à un li«!nreùx hasard. C'était méconnaître un trait 
de génie, et Fresnel ne s'y est pas trompé. Le Fait de la . 
double réfraction du verre comprimé lui fit penser que .la ' 
bifurcation de la lumière réfractée et sa polarisation dé- 
pendaient d'une différence d'élasticité dans des directions 
di^rses. Et c'est en poursuivant celte idée, en l'étudiant 
avep^le concours de l'analyse, que Fresnel a été. conduit • 
à sa' principale découverte. Voici la marche^ da' fton itjkr 
vention. x, 

^ "'■'.■■■■>- 
HO. Tliéorh de la double réfraction de Fresnel. — Là . 

théorie physique des. ondes lumineuses ne peut expliquer , 
la double refraction qu'en partant du principe emplcïjéi^ 
pour la réfraction simple, mais en le généralisant, savoir : 
que les molécules de la surface d'un inilieu biréfringent, 
successivement atteintes par la lumière,^ entrent en vibra- 
tion, et deviennent chacune le centre d'une onde multiple 
à deux nappes, d'une forme qu'il faut chercher. Une pre- 
mière conséquence de cette extension du principe primitif, 
c'est qu*à Tonde plan^ incidente LP correspondent déâx 
ondes planes réfractées ARi, ARj (fig» 10), passant par 
la perpendiculaire A, et tangentes aux deux nappes de 
l'onde multiple dont L est le centre; cette onde multiple 
conservant la même forme et la même position, tandis que 
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l'onde plane incidente prendrait toutes les positions possi- 
bles, à chacune de ces positions de Tonde incidente corres- 
pondront deux ondes planes réfractées tangentes à la même 
surface 5 c'est-à-dire que l'onde multiple dont L est le centre 
sera nécessairement enreloppée par tontes les ondes planes 
pouvant se propager dans le nouveau milieu, quand elles 
auront quitté le centre L depuis Tunité de temps, on quand 
la perpendiculaire abaissée de L sur chacune d'elles sera 
égale à la vitesse de propagation qui correspond à cette onde 
plane. On est ainsi conduit, pour trouver la surface de 
Tonde multiple, à chercher la loi des vitesses de propaga- 
tion des ondes planes. 

Or une seconde conséquence de la même extension, c'est 
qu'une onde plane peut se propager avec deux vitesses diffé- 
rentes dans le milieu nouveau : en effet, considérons, dans 
la construction générale, les deux ondes planes réfractées 
ARi , ARs , qui correspondent à Tonde plane incidente LP^ 
Tune de ces ondes planes, ARi par exemple, touche la 
nappe interne de Tonde multiple inconnue. Imaginons que 
Ton mène % la nappe externe un plan tangent p A' parallèle 
à ARi ; ce plan ph! sera une des deux ondes planes réfrac- 
tées qui correspondraîent à une autre onde plane incidente 
LP', facile à déterminera Donc Tonde plane de direction 
Ri A peut avoir deux vitesses différentes, lesquelles seront 
égales aux deux perpendiculaires abaissées de L sur ARi , 
sur A'p. Partant de celte conséquence, qu'une onde plane 
doit pouvoir se propager avec deux vitesses différentes, et 
des phénomènes de la polarisation qui démontrent qu'à cha- 
cune de ces vitesses correspond une direction différente de 
la vibration propagée, on cherche de quelle manière Té- 
lasiicîté doit varier autour de chaque point du milieu ho- 
mogène cristallisé, pour que chaque onde plane admette 
deux vitesses 5 ce qui conduit, comme nous l'avons vu, à la 
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loi de ces vitesseft*"^^)^!^ teir^ mode de varia- 

tion étant connus, on^doit^tM^ber quelle est la surface ^ 
enveloppée par toutes le^qjjot^ÂP^^nes passant en L, uii» 
unité de temps après ce passage, cîette surface enveloppée 
sera Tonde multiple de centre L, à laquelle les deux ondes 
planes réfractées ARi, ARj sont tangentes. Telle est la 
marche de l'invention de Fresnel, et celle que noiis avoni 
suivie syntliétiquement. 

Fre^l ^§j^it pour b^|;^e ^'éîpliqaer, par la théorie 
physg|M J|fe fldes lumineuses , là constraetiop d'Huyghens, 
^^ t^iM'^ SBfe it les faits optiques des etislaux biréfrin- 
gents à u]3%xe^ seuls connus à cette époqti^. Il s'attendait 
donc à trouver, pour les deux nappes de ronde multiple dé- 
duite de la théorie mathématique, une sphère et un ellip- 
soïde^ ^6 révolution ayant l'axe commun de "Rouble réfrac- 
tion: Il trouva une surface du quatrième degré qui ne-sè 
décomposait, de manière à donner la sphère et l'ellipsoïde, 
que dans des cas particuliers 5 il conclut de là que le fait gé- 
néral de la double réfraction n'était encore qu'imparfaite- 
ment connu, et qu'il devait exister des milieux cristallisés 
où l'onde multiple serait indécomposable, comme dans sa 
formule. L'expérience est venue justifier cette prévision 
hardie : les phénomènes optiques de la topaze, et d'autres 
cristaux biréfringents, dits à deux axes, découverts par 
Fresnel, ont donné à sa théorie delà double réfraction une 
réalité incontestable, que sont venues confiriï(«e|^r avec.éclat 
les découvertes faites par Hamilton, et vérî&Sspar Lloyd, 
des réfractions coniques et cylindriques dont nous parle- 
rons dans la Leçon suivante. 

"** Il est à désirer, pour les progrès de la Physique, que 
les savants et les professeurs qui s'occupent de cette scienCi^, 
considèrent et présentent de deux manières diflférentes les 
théories partielles résumant un ensemble de Êiit» Gonûlls, 
sans jamais faire entrevoir aucun autre fait, et celles iqftti, 
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nées d'uDC idée nouvelle sur la cause d'une classe de phé- 
nomènes, ont indiqué ou pr^va1*<â^|tence d'autres phéno- 
mènes du même genre que rexpérîence a confirmée. Les 
premières s'appuient sur une hypothèse, très-utile comme 
moyen de coordination , mais stérile, impuissante, et 
n'ayant le plus souvent aucune réalité. Les secondes partent 
d'une hypothèse d'un caractère tout opposé, car non-seule- 
ment elle explique, mais encore elle complète le groupe de 
phénomènes qu'elle a en vue 5 à cette hypothèse, dont la 
fécondité est ainsi constatée, on devrait dontier. un aMtre 
nom, et l'appeler principe. Mais comme cette Tiypot? 



principe ne régit avec perfection qu'un groupe assez .r8|- 
treint, on lui préfère une hypothèse purement coordinatri<», 
pltw générale mais qui ne devine rien^ on conserve tàûJEe- 
fois )e9 résultats nouveaux, trouvés par la première, en les 
pi|S!séhtant comme des lois empiriques. C'est ce que l'on a 
fait pour la conception d'Huyghens*, c'est ce que l'on fera 
peut-être un jour pour la théorie de Fresnel, à cause de 
certaines anomalies, dé certains faits nouveaux qu'elle 
n'explique pas, ou dont elle ne tient pas compte, ^ngulière 
illusion, que l'on retrouve souvent, en Physique etSailleurs : 
on exalte une science, une doctrine qui n'ex^^^e rien, 
qui ne devine rien, maisqilî range, classe, co^^|^ne assez 
bien les matières dont elle s'occupe 5 «t si liiîé'^éorie vé- 
ritable surgit sur quelque point, qui êx{^<||ie «"dmirable- 
ment une des parties, mais non les autres, cette imper- 
fection de son travail naissant est le motif même qui la fait 
déprécier, rejeter, puis oublier. 
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Généralisation de laxïfnstruction d'Hoygh^^ — Faisceau coni<{ue réfracté. .'Y a. 

— Faisceau conique émergen|, — Rayons réfractés pour une incidence '^ • * 
donnée. — Cas de l'incidence 'If or mal«« — Forces élastiques développées'^.,'^-» 
lors des vibrations fàmineuses. r'^''^: ■ ' V*îi* 



m. Généralisation de 'm constmclion d*Hujghens, 
— La forme générale de la surfaôe des ondes dans les cris- 
taux bitoéfiringents à deux axes, découverte par Fresnel, 
étant main^nant parfaitement connue (19® Leçon), on doit 
oht^it les iâfeux ondes pi ancia réfractées, correspondant à 
une onde plane incidente dènnée, en modifiant, ou plutôt 
en généralisant la construction d'Huyghens, par la substi-^- 
tution de la surface trouvée au système de la sphère et d^ 
Fellip^SK^^e révolution; en mettant §oa- cexi^tè en L, el . 
plaçant ses trois axes dans les directr^s Ûdks qui appar- 
tiennent à la masse cristàlKtie. Les ot]£(|^pla;i0» réfractées / 
étant ainsi d^fèrminéesV^i^bndeplanVîncîcÙri^ le n'est cfcfrt 
live que sur une petite étenube, les paaiiès' actives aitÉ<^(ipifjljéi *•--' 
planes réfractées seront limitées dans'Je voisinage de leurf 
contutf^àvec la surface des ondjéÈEryc^est^à-dire qu'au fais- 
ceau incident éoèrespondront deux faJit^if^Ux réfractés di-"' 
rigés suivant lerfift^Di|É vecteurs allant ^£K» èces deux con- 
tacts. Ensuite, si l'pn veut comi^ro^ direction de la 
vibrad(>fi j^ropagée|â|tcbaquerayon^p^^ on projettera 

ce rayon sur ronde plane corresp^iûiwite, et sur cette onde 
plane même on mènera une perpèiidîculaire à la projection 
obtenue, n® 97. Cette construction générale, ou cette règle, 
doit s'appliquer à toutes les positions de la surface du cris- 
tal, du plan d'incidence, et dijçâyon incident, relativement 
aux axes d'élasticité. : . ' 
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Si le plan d'incidence se trouve perpendiculaire à l'un 
des axes d'élasticité, auquel la surface du cristal sera con- 
séquemmentparalièle, il résulte delà construction générale, 
de la symétrie de la surface des ondes, et de la nature de se^ 
sections principales, que les deux rayons réfractés seront 
dans le plan d'incidence, et que l'un d'eux seul satisfera à 
la loi des sinus, ou donnera un indice de réfraction con- 
stant, lequel sera-? t» -» suivant l'axe d'élasticité choisi; 
abc ' 

ce qui donne un nâoyen de déterminer a, i, c, en mesurant 
ces trois indices. Dans cette circonstance du plan d'inci- 
dence perpendiculaire k l'un des axes d'élasticité^ ce plan 
contient l'une des sections principales de la surface des 
ondes, c'est-à-dire un cercle et une ellipse-, le rayon ré- 
fracté LE allant à l'ellipse, propagera nécessairement des 
vibrations perpefidiculaires au plan d'incidence, et consé- 
quemment le rayciii réfracté LO allant au cercle, propagera 
des vibrations situées dans ce plan d^incidence même. A 
chaque rayon réfracté correspondra un seul rayon incident, 
et une seule direction de la vibration qu'il propage. 

112. Faisceau conique réfracté, — Ces règles conduisent 
à deux exceptions remarquables. Si l'axe d'élasticité per- 
pendiculaire au plan des axes optiques l'est aussi au plan 
d'incidence, ce plan contiendra la section principale de 
Tonde multiple qui se compose du cercle de rayon t, et de 
l'ellipse ayant pour axes a et c, lesquelles courbes se cou- 
pent. Imaginons leur tungente commune prolongée jus- 
qu'en X, sur la face du cristal 5 cette tangente sera la trace 
unique des ondes planes réfractées, correspondant à une 
onde plane incidente qu'il sera facile de déterminer. Mais 
cette onde plane réfractée aura une infinité de contacts avec 
la surface des ondes, tous situés sur une circonférence de 
cercle, n° 102; d'où il suit que les faisceatix réfractés cor- 
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respondant au faisceau incident, se transformeront en un 
faisceau conicjue ayant L pour sommet, et le cercle, des 
contacts pour Base. Si la face de sortie du cristal es t. paral- 
lèle à la face d'entrée, ce faisceau conique réfracté pro- 
duira, à l'émergence, un faisceau annulaire cylindrique, 
parallèle au rayon incident. 

Cette conséquence, signalée par Hâmilton, a été vérifiée 
par Lloyd," un écran recevant le faisceau émergent présente 
un anneau lumineux dont la forme et les dimensions res- 
teut les mêmes, k quelque distance que l'on place l'écran. 
Cl^^pn des rayons du faisceau conique propage une vibra- 
tion jd^ticulière 5 on remarquera que celui de ces rayons LO 
qui aboutit au cercle de la section principale, est perpen- 
diculaire au plan du cercle des contacts ; en sorte que le 
cône oblique dont ce cercle est la base a une de ses arêtes 
perpendiculaire au plan de cette base. Il s'ensuit que les 
projections des autres arêtes passent toutes par le point O, 
et conséquemment que la vibration propagée par une arête 
oblique sera dirigée, dans le plan du cercle des contacts, de 
la traee de cette arête oblique à la trace E du rayon lumi- 
neux allant à l'ellipse de la section principale. Les phéno- 
mènes connus de la polarisation vérifient ces conséquences. 
Telle est la première exception. 

Ainsi on peut, dans un cristal à deux axes, trouver un 
rayon incident auquel correspond un faisceau conique d'une 
infinité de rayons réfractés, propageant tous des vibrations 
de directions différentes. Et comme il y a deux directions 
distinctes d'ondes planes tangentes suivant des cercles, ce 
problème peut être résolu de deux manières. Les perpendi- 
culaires LO à ces ondes planes particulières peuvent être 
appelées axes de la réfraction conique. Quand la face du, 
cristal est taillée parallèlement au plan d'un des cetû^Âè 
contact, il faut que le faiscéali incident tombe normalement 
à la face pour se résoudre d^ns le faisceau réfracté, cwîque 
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à rintërieuF) cylindrique annulaire i rëmei^encfb Avant 
que celte propriété eût été sigaaiée, on croyait ne voir dans 
ce système, du rayon normal incident, du U^i^eau conique 
réfracté, et du faisceau annulaire émergent, qu'un seul 
rayon traversant normalement le cristal, sans se diviser et 
sans se polariser; c'était alors un véritable àsie de double 
réfraction^ et comiûl^le cristal en offrait deux liemblabies^ 
ou l^appelait cristal à deux axes. On voit que les rayons 
noUttiiuX; ^incidents, qui pré^entent^^. phénomène^ sont 
parallèles^aux axes de réfraction conM^f^ et non aux axes 
optiques qiic nous avons définis géométriquement, n® 101. 

H3. Fî9isceau conique émergent, — Voici maintenant 
;la seconde exception. On a vu que chaque rayon de la sur- 
face des^ ondes est l'un des deux rayons réfractés correspon- 
dant à an seul rayon incident, et qu'il propage des vibrations 
d'une seule direction j cette détermination complète résulte 
de ce' qu'à chaque rayon de la surface des ondes ne corres- 
pond qu'une seule onde plane ou qu'un seul plan tûgijgent. 
Les rayons du faisceau conique ci-dessus étudié ce font 
pas exception, car chaouti d'eux ne provient que d*un seul 
rayon incident^'.cft ne propage qu'une seule espèce de vibra- 
tion-, mais le rayon dirigé suivant une (Jès lignes que nous 
avons appelées axes optiques fait au contraire exception, 
puisqu'il correspond à une infinité de plans tangents -, d'où 
il résulte qu'il peut être l'un des rayons réfractés, pour une 
infinité de rayons incidents situés sur un certain cône 
oblique, et qu'il peut conséqueçiment propager des vibra- 
tions de toute direction. 

Cette exception, encore signalée par Hamilton, a pareil- 
lement ëlé vérifiée par Lloyd. Après avoir déterminé dans 
un cristal la direction d'un axe optique, on taille, si Ton 
veut, deux faces parallèles entre elles perpendiculairement 
à cet axe \ on recouvre ces faces de feuilles opaques percées de 



dent petits trous dont les centres sont sur la même nofw, 
male^ on concentre sur Tun d'eux un faisceau diçlumi^è, 
en le plaçant au foyer principal d'une lentille convergeiÉ^^ 
le fai^eau incident, conique et plein, qui se concei^tre 0ii 

^ie ioj^î fournît le faisceau conique annulaire ani se ré- 
tracte Jwant le seul axe ||m{que *, toute^ la lu[^^j|[^Crac|4e 
suiyant cette direction uj^ue émerge seule pH^, t^^rçil^jSe 
la'face opposée, et par la Réfraction à la Mf^ fe trans- 
forme en un faisceau conique annulaire, dont îes arêtes 
sont respectivement parallèles à celles du faiscea\ii..ççjjique 
annulaire incident. Un écran qui reçoit ce faisceau émergut 
pré^eSte un anneai^jlfrillant, dont les din^en^ons augmen- 
tent à mesure qu'on éloigne l'écran, lâjt'sbiit les phéno^ 

i^ mènes 4j0K. riC^^^^^^^^ conique *et cylindrique. La vérifi- 
cation complète de ces conséqmencéa extrêmes doriiie à>la 
réalité de la théorie de Fresnel une certitude qu'aufcuiié 
théorie mathématique de phénomènes naturels n^af^irt^ 
nement poînt^épassée. - ,/ 




M 14. Rayons réfractés pour une incidence donnée, ^^ 
Quelques théorèmes importants résultent de Tapplicatipia 
detanalyse à la construction d'Huyghens, généralisée jpau* 
F»sâêl. Le problème consiste à déterminer les rajpïii ré- 
fractés correspondant à une incidence donnée. Imagiif^s 
la surface des ondes dont le centre est au point O, où le 
rayon incident LO rencontre la face FF' du cristal; pre- 
|^Mf'4ftpr axes coordonnés ceux d'élasticité; désignons 
irespecliv ornent par A , B, G; Ai, Bi , Cj ; A', B', C les 
cosinus des angles que font,, afec ces axes, la normale en O 
au plan d'incidence, la norta.aJe NON ' à la face du cristal, 
la ttace FF' du plan d'incirfeiVce sur la même face, lignes 
qui forment un angle trièdre trirectangle; ces neuf cosinus 
vérifieront les relations connues de tout système orihogo- 
liaL 'ï^enons OP\perpendiculaire à OL, et inscrivons la 
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droite PF parallèle à OL, et égale à la vitesse u de la lu- 
mière incidente; i étant Fangle d'incidence LON, repré- 
sentons par k le rapport 

(1) — = h 

soient Xi , j^i , z^ les coordonnéesdu point Mi , où l'un des 
rayons réfractés perce la surface des ondes', x\y\ z' celles 
du point M' conjugué de Mi. ^ 

L'onde plane réfractée, tangente en Mj, aura pour équa- 
tion, n*> 98, 

(2) az'j:-\-byx-{-cz'z:=abc; 

la vitesse de cette onde plane, ou la perpendiculaire OP^ï ^^ 
est, n^ 99, _ V^'"*^ 

cette perpendiculaire fait avec les axes des angles dont les 

cosinus sont 

ax ' by ' cz' 

--=? T=' 1=^ 

sJV v^P' v^P' 

et, puisqu'elle est située dans le plan d'incidence, elle fait 
un angle droit avec la droite aux cosinus A, 6, C; on a 
donc 

(4) Aûfj;' H-B^y -f-C<^3' = o, 

équation qui démontre ce théorème remarquable, que les 

rayons conjugués à tous les rayons réfractés pour un même 

plan d'incidence, sont situés dans un même plan diamétral 

j 1 r j j >% I sin/ cosFOP' j, , 

de la surface des ondes. On a rr— = = — > d ou 

OF w V 



l'on conclut cosFOP' = A i /^, ou 



% 



(5) .j^ A'û^r' -f- ^'by' -t- Ccz' = kj[q. 






W.V 
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Autrement, apit l'angle P'OJ§^= r, on a 



d'où 



siù/ sinr 

■.-?5 



F*='-t VF j' 

OU bien, en résolvant 

(6.) ' k.axf -f- B.^»/' -}- C.cz' = ^9' — qA\ 

Leiiîilroîs relations (4), (5) et (6) n'en comprennent réel- 
lement que deux qui soient distinctes; en effet, la som- 
mation de leurs carrés donne immédiatement l'identité 
P' = P'. 

Ces trois relations sont vérifiées par le/ groupe 



(7) 



ax' z=z A! k s[q -\- k,t^, b/ =B' k sPj -hB^co, 
car on a 

SAA,=rO, SAA' = 0, SA'A.rrrO, SA'^ = i , SAÎzrzï. 

Le point M' appartenant à la surface des ondes, on devra 
avoir R'P' — Q' + y = o, ou, substituant les valeurs (7 ), 

l(^P4-c.^)si^(A'Av/? + A.c.y 

( — S (^^ + c^) {A'k v^ + A,w)' -f- 7 = o, 

équation d'où l'on déduira on •, w étant connu, les valeurs (7) 
'; ' donneront les coordonnées du point conjugué M', et enfin 
les formules (3o), n°98, détermineront les coordonnées du 
point Mj , et un rayon réfracté, L'équation (8) est du qua- 
trième degré, ce qui donne quatre solutions, correspondant 
aux quatre plans tangents à la surface des ondes, que l'on 



.' ;^' 



V \- 
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*• peut mener par la perpendiculaire en .£* àu plan d'înçi- 
' dence. Maia, de ces quatre S)|sJutions, 4/^;qçx ç^enxent ap- 
partiennent à la question, é(.çorresponde&t aux deux plans 
^tangents inférieurs à la face m^ 



- H5. Cas de Fincidence normal^^ Considérons le cas 
'^' où le rayon incident est normal^la face du cristal, on a 
' aloris . . /■•>■ 

^ si l'on pose, pour' siijiplifîeri 

(10) S^=M,. S(^54^c^)AÎ = N, 

et qu'on remplace P' par ^9 Têquation (8) devient 

(11) Y*'-^NV5,;-4-gMr=:0, 

et donnera les carrés des vitesses des deux ondée planes ré- 
fraetéeS5 désignons ces deux vitesses p^Vi etVj, on aura 



(12) { • ^ ▼ -T/ 1 27 

Cherchons quelle doit être la disposition (Jp la fa^e du Cfi*- 
tal, par rapport, aux axes d'élasticité, j)our que les jdéux vi- 
le)»^^ Vi. et Vt soient égales. Il faut*'<[ue N* — 4^M soit 
. éfjA i ^ro \ or on trouve successivement ^ . 

'ife*' ■ •'■ ■<:■:"■ v' ■ ;''■ 
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et cette quantité ne peut être nul]é;jipii^t|t'';r>-'^'^ jjj^ 

d't)ù, résolvant, 



i4) A, riz y , B. = o, C.z=i:±:y:=^, 

c'est-à-dire que si le rayon iK)rmal incident est parallèle à 
l'un des axes de la réfraction coniquej ou si Tonde plane 
réfractée est parallèle au plan d'un des cercles de cOï^tacL \ 
ce qui donne un cône de rayons réfractés- ^Bp^^it 
Désignons par >?, yj', les angles que le rayon normal in- 
cident fait avec les deux axes, de réfraction conique ; on 
aura 

/ k,\la^—b' -4- C, )/ù'^€^ *' ">7r'^, 
I coaïî = . > 

1 Jà' — c^ 



• k,\la^—b^i^C,slb^—c' 

on ea conclurst^ comme au n^ 101 , 
(16) ^ (c7* — t^) siiiy] sin>j' =\/N^ — 4^ M, 

çt, par une simpts multiplication, 
S^^ . (fl^ — c»)cos>jcosV=Aj(a^-^»)— C;(^»~c*); 
en outre, la valeur (10) de N devient successivement 

. Les ëqualîoïis (12) prennent la forme ^ • 



^'^^ j v; — T'--^ (fl^— c')sin>isîn>ïV 



10 



^ 



^*v* 



A 
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^t donnent lesfMrmiiles usuelles 



(i8) 



y, _ {a'-hc')—ia' — c') cos(»i -Kg' ) 

' 2 



„, (a>H-c»)— (a«— r»)cos(«— »')• 
V,= ^ , 

Pour cbacune des valeurs de Y (12), on aura 

D/ 7 v_A,*c ^_B'^^ ^^^^'''^ ii'-:<;V2 

et les formules 

•X, = 6cx' ^7— ^^ 'j 

r, = cay' f~ 



— ?- 57 ^' .^ 



Zi=abz -^, , 

où D' = R'P — ^, donneront la vUesse du rayon réfracté 
correspondant, et les coordonnées d*un point de cç rayon 5: - 
ce qui complétera la solution du problème posé, poui; le * * 
cas de l'incidence normale. ^'V' 

H6. Forces élastiques dés^eloppées lors des vibrations 
lumineuses» • — Revenons maintenant à la théorie de Té-^ 
lasticité, et proposons-nous de trouver quelles sont les 
forces élastiques développées dans les milieux biréfrîngi^AU, 
lors de la propagation des ondes luminéd]M^..;'ïlappelon6 
que les N/ , T/, sont données par les formulél^;.^93i}^ notre 
dix-septième Leçon, dans lesquelles il £i|||3uppriiner les 
tçtoxes en 0, et où les constantes A,%;^/Ï)^E, F ont des 
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valeurs déterminées appartenant à un premier système 
d'axes. Rappelons âuiW que les sîx constantes A\ C\ S\ 
D', E', F' des NJ, T,', qui se fapportenl à un auirci sys- 
tème, sont données par les formules (iS), n^ 93, où les m,, 
7// j Pi sont les cosinus des angles de direction des nouveaux 
axes. Si les premiers axes sont ceux d'élasticité, on a (ig), 
n*>93;, 

(19) D=:o, E = o, F = o, A=pa% C = ph^f ^=^c\ 
et les formules citées donnent 



(20) 






Supposons que le milieu cristallisé TÎbre actuellement^ p9||P 
si^ite de la propagation d'une seule ondoplane. Soient m, /life* 
Içs cosinus appartenant à sa rilk'tnale, on pourra prendre^ 



(21) 



^y^ et y t. étant les deux vitesses de propagation que l'onde 
peut admettÎTOr^ prenons cette normale pour axe des z\ 
c'est-à-dire remplaçons ms , /is, pi par m, n, p. 

Les vibrations propagées ne peuvent avoir que- deux di- 
rections différentes, n^ 96, données par les cosinus 

n 



(22) < "' = +1 vflTX'' "'^'^'' v' — é' ' 



'9- 



^J 
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, ^^ OÙ ron doit prendre / . 




^«j^n,= (v.'-«')(V/^*')(v;^.oO. 

prenons ces directions pour celles des x' et des y'; c'est-à- 
dire rempIaçonsiTii , «i , Pi par Çj, Bj, ^,, m,, »„ p, par 
^j, >Ji, ^jj les constantes (ao) sont alors 

^^i|jt, SI l'on calcule çe^^mmes symétriques, on trouve sans 
difficulté » ••; • • -^ 

Enfin, pour obtenir les N^ , Ti , qui corr£{^ndent aux axes 
choisie, on accentuera toutes les lettres des formules (i3), 
dix-seplième I^on» en supprimant toujours les termes 
ene.^ { 

JïMh|^^ûins que Tonde plane ne propage qu^une seule des 
detlx^ibi^timis, par exemple celle qui corresppnd'à la \i^ 
tesB^]|^.c*est-à-dire que la vibration s'opère^aîrtout paral- 
lèl^ment^iix x\ et se propage suivant les ^'; on pourra 
preh<^ '.^ 3 



i—rr 



V 

(26) tt' = sin27r : — ^> p'zzrO, cv' =z O, 

et il n'y aura que 



,Jk * 



r f •'^ 



Vi -..--.«: 



'^ 
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lu * j^ 



qui ri^ra des neuf dérivées / / , que renferment les 
ISj^-Ti,^ snhsùUxsLVA^fkte uiiîqi^|^â|É|^c et les constantes 
tp^n a défin^i^p^t ^^1^ ^ 

Cela posé, la force élastique exercée à ^«poque t sur tout 
élément'plan parallèle à Tonde plane, a pour composantes 
T',, T', , N',, ou — P^J^li o, o-, c'est-à-dire qvL^oSik force 
élastique est tangentielle , et dirigée dans le sens même de 
la vibration^ son intensité eist 

_i:V.cos27r— ^; 

il faut la prendre avec le signe — pour Taction de k partie 
la plus éloignée de Torijgine sur la partie l^jl^^X^isine, 
9vec le signe -^J^our l'action inverse. La n^jil^nte .d^ 
forces élastiques e&ercées* par tom^ligypilieu vibrant «ur^ la 
couche, d'épaisseur €2^'^ compri^^pgydeux-positions atfe» 
cessives de Tonde plane, sera ' ' -^W . ^ * 

-fi V. \^ 



e'ett r^fi^tfratiMijiuî détermine lie^mauvement vil»r«tQ$re. 
La force ë^anique exercée, à TéuiN^e t, sur to«t été- 
naent-plà|i .|^feéndi«|ft§iire auxfE^pMi^^ de la 

vibration, a pour cbmpoiail^e j* v 1^- ■ V 

' '^ ■ ' . ; - '""^ -' ^. ^i5c»*^ 

(N'.,r3,T;) ou'(o,^^a^*,, -p<rVÎ); 
c^est-à-dire que i^Uç ioree élastique est tangentielle. Soit 
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F = — paT son intensité, on aura 

F ""t' F T 

pour les cosinus des angles que sa direction fait avec les Uses 
des y et des z'] or ^ "* 

et nous avons trouvé, n° 97, 

n.=v;(V5-vî)(Sx'-vî), 

Sa:* étant le carré du rayon luhaineux Tt, ou du rayon vec- 
teur allant du centre de la surface des ondes au point de 
contact de Tonde plane, rayon qui est situé sur le plan de 
Télément actuel 5 on a donc 

d'où ron^dut 

.«/ _^ 



c'est-à-dire que la direcmqn de la force F est celle du rayon 
lumineux /'t. La résul^i^te des forces élastiques exercées par 
lï milieu vibrant, siir la couche d'épaisseur dx' comprise 
entre deux plans infiniment voisins, perpendiculaires à la 
vibration, est nulle, jpuîsque F ne contient pas x'. 
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VINGT-DEUXIÈME LEÇON. 



Recherches su^ la possibilité d'un seul centre d'ébranlement. — Conditions 
de cette possibilité. — - Condition pour les ondes, vérifiée par les ondes 
progressives à deux nappes de Fresnel. 




inTjOÊf^^progressîi^es. — L'explibation des phéno- 
mènes optiques des cristaux biréfringentj^rçpose sur ce 

^^ iprnteipe, qu'une molécule de la surface^l^^te par la lu- 
ïûièjjStf devient le cenlçe d'un système d^ondes à deux 

-' ^^ÎB$Ï -'^ ^^^ donc nécessaire, pour la .yé^iœ de cette 
expiration, qu'un pareil système puisse exister. Nous 
allrasl. chercher les .conditions que la théorie de l'élasticité 
impose à ce système isolé. La surface des ondes, dont l'é- 
quation est 

(l) Rp__Q+^,:^0, 

lorsque l'on pose 



(^) 






est l'onde progressive après l'unité de temps j pour avoir sa 
position après le temps X, il suffit de chaMèf-x, j'y z en 

^T^H^X^Tk^-W RPQ ,.' 

r-î r-? r-> d OU R, P, (^, cu —j -j ~j comme pour obtenir 

des surfaces semblables dont le centre de similitude est à 
l'origine. On a ainsi l'éqUation 



(3) 



g-V — QX»4-RÇ = o, 



■m.r 



laqi^elle représente toutes lés positions de roDd6,«n|^^iai- 



^>^ 
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santf arier le paramètre X. Cette eqflRi^, résolue, donne 
Q±^/q* — 47iVP 



(4) ^^ = 



2r; 




Les deux valeurs positives de X indiquent que/ lor& d'une 
seule onde progressive produite à l'origine -des coordon* 
liées, centre unique d'ébranlement, un point Af^dont les 
coordonnées sont jr, ^, £j||e)ra agité à deuï^poquâs, diffé- 
rentes .,v> \< ^'^T^^^?^%?t' 

ou, auiremeni, que M sera successivement atteint par lès '* 
deux nappes de l'onde progressive. 

118. Conditions de possibilité. ^-^ Si le centre d'ébran- 
lement exécute une suite ii^définie de vil^rations, le dépla- 
cement y sera représeiïtS par les projections 

t . t * t 

(61 tto=X«COS2frg, Po=Y«COS27r-, (V. = Z« cq|2tr -•, 

eâjitant la durée d'une vibration complète. Le point M re- 
cevra chaque ébranlement central après deux retards diffé- 
rents Xi et lui de là résulte que la loi de son déplaceoftent 
sera exprimwjjto les projections 



-1- 

U =:X,C0S27^.— ^i l-XaC0S27r — -— , 

-, 



(<j) }ç =:YiC0S27r — -T— -h YaCOSatr 



tB 



-S- 



(Kf^rzZtOOSIllt — - hZtCOf2?r — -— , 

o 6 



Xt^t,^^-X„ Yj, Zt éiant dès fonctions de x, /, s qni 



\ 
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devront donner, pour a: = o, j^ = o, jî = o, * 

(8) X, + X, = X., y, -4-Y, = Y., Zi-t-i^rTZ.-^r--. 

Ces fonctions doivent se déterminer par la condiâg^que 
les valeurs (7), des projections de déplacement n^j^il^t^aixe, 
^vérifient les équations i»^:^.: 

, , (du dv\ , ,^ [àw da\ 

r/. cM 1 d.b^K-- 1 

\dy dxj \dx dz ) r/'w 

^Idv dw\ 2 Ida dif\ 

\dz dy j ' \djr dx ) d^v 



(9) 



dz dx dt^ ' 



\dx dz I ^ \dz dy) _ dhv 
dx dy . . df^^ 

qui contiennent implicitement la reljjM Jfc 



. . " du dv dw 



J^, 



1Î 



et que nous^^ons trouvées pour représen ter Jp petits jnou- 
vements inti^ieurs d'un tnilieu homogène birémngeM^? 
lesquels n'allèrent pas sa densité. ^ "^ 

Les équations (9) étant linéaires, il suffira de trouver 
des fonctions X, T, Z, de x, j, z, t^^Uy^tie les projor- 
tîons ■ ^ 

(11) '. . fi .^m Y C0S27r ^NEBv > 

ténfiukt'Ces é^^ations, X étaat . 
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OU Xf ] car, en changeant dans les résultats obtenus le signe 
du radical v^Q' — 4 ^^^9 on en déduira les autres termes 
des projections (y). Sans rien spécifier sur la nature de la 
fonction 1, cherchons à quelles conditions les valeurs (11) 
pourront vérifier les équations (9). On a 



(du ^ ^—('J^ ^^ ^\ ^— ^ 

1 dx lif dz \ tix dy dz ) 6 

^'^^ ] '^i:f^d\ ^d\ ^d\\ . /— X • 



dx 


dY 

djr 


-f- 


dZ 

dz ' 


= 0, 


^d\ 
^Tx 


4- Y 


d\ 


-f-Z 


d\ 



et cette expression devant être nulle quel que soit t^ il 
fMdra que l'on ait 



04) 



ce qui montre que la vibration doit s'exécuter sur le plan 
tangent à l'onde dont le paramètre est X. 

Quand on substituera les u, (^, w (11) dans les équa- 
tionâ" (9)9 les seconds membres ne contiendront que des 

termes en cos a tt 5 il devra en être de même des pre- 

miers membres. On empêchera d'abord que les premières 
difl'ërentiations en x^ y^ z ne doublent les termes, en pre- 
nant pour X, Y, Z les dérivées premières d'une même 
fonction cy 5 car, si Ton prend 

dfo t — \ . 

W = -7- cos 2 TT ^ - î 

dx . to 

r 

/ £r\ y '^f t—\ 

(l5) < (» r= --ic0S27r --^r* > - >. 

do t — \. 

X dz (9 ^, 
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ce qui transformera les équations (i4) en 

^^ ^ ' d<fd\ d^d-k djd\ _ 

dx dx djr dy dz dz 

on aura 

dv dtV 2 TT ^_ / — \ 

-7 — = — Ucos27r — p-î 

dz dy kB 6 

...•> i- 1 

■/'v Jfe 1 div du ^TT „ t — >. 



en posant, pour simplifier, 



/ ^y é/X dff d\ 

^/j^ f/z dz dy 

r/(p d\ d(f d\ "^_ 
dx djr dy dx 

Ensuite, pour que les secondes différentîations en x^ y^z^ 
lesquelles sont définitives, ne doublent pas non plus les 
termes, il suffit que a'U, i* V, c* W soient les dérivées pre- 
mières d'une même fonction ^, ou que l'on ait 

(.9) «.U = î?, 6'V=^, *'W = ^. -, ■ 

^ ^' dx dy - dz > - 

Ces conditions étant remplies, les substitution^ faites, et 
les facteurs communs supprimés, tes équations (9) seront 



3oo .. 
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vérifiées, 


si Ton 


a 


y 








i-^ 


dz 


4:.' 



^ ' J ^3 dx dy A. ^.' 

V . •/ \ dx dy dz 

'^^^y Équation au paramètre des on^s. — En résp^é^ 
il faut que les fonctions X et f vérifient : i^ les deux f^fjus^ 
tioiis (i6|; oP les équations (19) \ 3^ les trois (ao) :^i^&|9Ut 
huit. Parmi ces équations, la première (16) ne cotil^erne 
que*^"; pour en obtenir un&qui n'appartienne qu'à X seul, 
il tot effectuer une élimination; on y parvient de la ma- 
nière suivante. La première (20) devient, par la substitu- 
tion dès W, V,(i8), 

ou, multipliant par a*, ajoutant aux deux membres 

'■''•{£)"-È«'p<»»' **■'" 

plus simplement 

^V '-^4tV . 'dx dx^ 

on aura doriic,' par cette relation, et par celles qu'on ob- 
tiendrait fi|i\. transformant de la même manière la seconde 
et.la^tr4|iisièm*e (20), le groupe suivant : 



djc F — «» 





d\ 


* •'* rfl 


d^ 


r ''y 





V/=- 
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On élimine G et les dérivés de <f entre ces équations (22)-y 
en opérant sur les premiers membres comme pour former 

S i*c* ^ — ou G, ce qui donne, en divisant par G, ' " ''"'^^ 

(.3) . s^W__. 



F — «^ 



équation que Ton parvient à réduire à la £cy;pie plus 
simple 



(24) SF^t-^ = **' 

qui s'obtient d'ailleurs directement par les relations (22), 

■ .d'après la seconde (16): 

^^<^j4J^tie ou l'autre des deux équations (23) et (24) suffit 
'^ dqjliTpour caractériser la nature 4^ la fonction A. On éta- 
blit l'identité de ces deux équations de la manière suivante V' 
La seconde, ou (24), d'après F (21), peut se mettre soûb 
la forme 

ps(^y-FS(.»4-cM(^)VF = o, 
OU, en divisant par F qui ne saurait être nul, sous-celle-ci, 

la première, ou (28), devient, en chassant les dénomina- 
teurs, 

■ et, eu développant, ayant égard à la vdieur F (21), et 
adoptant la notation des r, p^ ^, n° 97^ 



I 




k 2 
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mais on a identiquement 

(s»v(».+.,(^)=,r-,s(0, 

l^^'iÈy^"^ -"'"'* "lis)' 

on a donc, en substituant, 

p-.F+,K(^y-f-,.F-,s(*'+.')(^y • 

= F» — rF»-+-/?Ç — v; 

et, si l'on réduit, si Ton divise par ^, on retombe sur l'é- 
quation (aS). L'équation (24) peut donc être regardée 
comme une simplification de (sS). Alors la seconde (16), 
qui. résulte des valeurs (2a), lorsqu'on a établi larela- 
tipu (24)) nest elle-même qu'une conséquence de ceâf jifc * 
leurs (22), ou des équations (ao). \^^C' 

120. Vérification. — Il faut que la fonction X (12) vé- 
rifie l'équation (a4)j ou (23), ou (28 ), sinon le mouvement 
général que nous avons. défini comme provenant d'un seul 
centre d'ébranlement ne serait pas possible. Avant de faire 
le calcul de cette vérification, rappelons la notation des 
R^ P, Q et des r, p, q^ en y joignant les deux identités 

(27) SôVx» = /?ll — Q, Sfl*ar>==rP — Q; 

rappelons aussi le tableau de symétrie du n^ 95 et le genre 
de sommation qui s'ensuit, à l'aide du signe S. La fonc- 
tion X vérifie le groupe 



^V — Q>^4-RP = o, 2y^'=Q-f- v^Q^ — 4^RP, 
(28) I .. ^ RP 

et, si l'on désigne le.-|^ical par D, on aura 



(29) v^Q»-49RPiD, ^V-rRP = VD. 
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•La subslîlutîon <î^ r' "r' r ^"^ ^) J? ^ ^^^^ le groupe (aS) 
de la dix-neuvieme Leçon, donne le nouveau groupe 

(c5oj yy- ,(a'^h^){b^-c^) ' 

qui équivaut à la première équation (28) et qui donne faci- 
leïnent 

autre forme de l'équation qui particularise la fonction X. 
Enfin, complétons par H le groupe de simplification 

■.,B„ s*..(£)=r. .s(-)'=„. 

Toutes ces fomnules étant présentes, différentions par 
rapport à X la seconde (28), il vient successivement 

^dq dKP ^ r/Q ,. dKV 

. <-d.i^ dq Q-^-"^^- ^^^.^-^^-^ 

'2(7 = — - H .— . — =z: »• . 9 

dx . dx ^Q» — 4^RP D 

D— =V^~^,. 

et, effectuant les dérivations indiquées, on a la première 
équation du groupe 

( 33) \ DX ^ ^^.[^'^(c' H- ffî) V_ P - ^»R], 






D)i2=î[c'(rt»+i')>.'-P-c»R]; 



•'■■V 
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les deux autres s'obtiennent diHa même niJimère, en dîffé- 
rentiant la seconde (28) par illéport à yypflBQlar rapport 
k z. On déduH de ce groupe (9B. ^ 

. D> Sx^ = X»Q — 2 RP = ^ V — RP = X'D, 

d*wres la première (28) et la sec(^nde (29), ou définiti- 



vement 



(3|) ■ S';7i = ^. 



€lx 



ce qui devait être : car la fonction ^ (12) est une foncti^ 
homogène de x, y<t z, dont le* degré est un quand on Te- 
value comme on doit le faire, c'est-à-dire en tenant compte 
deûcr ationnali tés .. "^^ 

La première (33) prend les deux formes 



( D> — = xrfl'(/'5^^ — R) — «a^ — pi, 

(35) ! ^: . 

dx «.'v 



Si r^^mijl.iiplie la première (35) par i'c'jrr, la seconde 
par «r^ et que Ton opère sur chacune la sommation 9, on 
trouve, par Içs formules (27) et la troisième (28), 



DX.S5Vi«g'=R[y(rV-.R)-p(;,-^)J, 
ce qui donne les jdejix valeurs *é 
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a se 



JT 



Si Ton multiplie la première [i5)'''pàf^{i*^ i — UV 

conde par— > leur sommations donnera, par l'équation 
(34) et les valeurs (Sa), 

D\Fz=q\(rV— R) — (q\2ga^^^-^VSb'c'a:^]j 
\ dx dx J 

DXH => [pV — P) — (x'S^^c^x ^ -f- RSû'^ 4^V; 
\ dx , dx] 

or, les formules (36) donnent aisément, d'après la se- 
conde ( 2g ) , 

dx dx K * 

substituant et résolvant, on a las valeurs 

^^^ rfV (rV — rT— P(/?X' — P) 

^^^^ 
' et les équations (36) peuvent s'écrire ainsi : 

(38) l.Sb^c^x^=KY, X.Sa':r^ = PH. 
^ ' dx ^ dx 

On déduit des valeurs (37), en éliminant successivement 
l'une des deux parenthèses qui figurent dans les numéra- 
reûfs, et a^ant égard à la seconde des formules (29), 

(39) ..iW*-irFfl = (/'>'-R), RF-+-ryX»P=(/7V~P);. 

■ %^. ^y 

par ces.valeura^4g**l®^x formes (35) donnèm, sans dijQ|i- 
a« ÉDiT. -V, 20 



i 
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culte, « 

et rélimination saccessÎTe des deux parentlièses (a'U — 1)« 
(F — a*) conduit i 

livrés l^seeonde ( 29) ; ces équations, jointes k leurs sy- 
méiriqnes, donnVnt le groupe suiTant : 

dr >jr rfx 'kx 

(4.) / ^r ^ V _*L_^*^ii_ 

» F — ^2 c^û'À* — P' ^*H — I ^y — R' 

d\ ^ * 

dz \z dz kz 

lequel conduit Irès-simplement i la vérification cherchée. 
On a d'abord, par la multiplication des deux fractions 

qui ont pour numérateur —9 et d'après la première (3o), 



¥ 



(F — a') {ani — i) ( 6'c=X' — P) (^§J»}ii-«) 
~{c' — «»)(«»— 6»)' 
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ce qui donne la première valeur du nouveau groiq>e 



( 



dx) "~ [c^ — a^) [a^ — h^)^ 



les deux autres s'obtiennent de la même manière, en multi- 
pliant les deux fractions (4i) qui ont pour numértfteuï*— > 

puis celles qui ont pour numérateur —• On conclut enfinjT 
des valeurs (4^)^ et par les formules du n° 95, 



\dx j I 

— a' 



^ içlj =j^S{b^-C^){qU--b^C^)=l, 



F— «2 A ^ ^^ ^ 

Donc la fonction X (12) vérifie les équations (aS) et (24). 

121. Perpendicularité de vibration. — Le groupe (4i) 
conduit à une autre conséquence, fort importante dans la 
question qui nous occupe 5 il donne 

dl 

d'après l'équation (3i)', or on a, par les relations (±2), 

d\ ^ 

ndff_ dx ^ 

dx l — fl* 

ao. 




'■%V 
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dont- la foûciioii o, que nous cherdil^hg'dans la prochaine 
Leçon, doil vtnlior Féqulr^on 







dz 



laquelle démontre que la vibration de chaque point M s'exé- 
cute perpendiculairement au rayon, ou à la droite qui joint 
ce point au centre d'ébranlement. 






—- .». j& 
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r. 



YINGT-TROISIÈM^XEÇON. 

STuil^es recherches sur la possibilité d'un seul centre d'ébranlement? — 
V^Détifi^ination des projections de l'amplitude. — Lois de Tamplitude des 
vibrations. 



122. Résumé des conditions de possibilité, -r- L'expli- 
cation des phénomènes optiques d'un milieu biréfringent 
supposant qu'une molécule de sa surface, atteinte paru 
lumière, devient le centre d'un système d'ondes progres- 
sives à deux nappes, nous avons pensé qu'il était nécessaiile 
de rechercher si un pareil système, provenant d'un centre 
unique d'ébranlement, peut exister seul. Nous avons établi, 
dans la Leçon précédente, qu'il faut, pour^iâS^ que les 
projections i^^^ 









(i) < u =Ycos27r 

w:=Z co5îi«t^^-3^; 

^1^ est la durée d'une vibration* 4;&ltnplète, où^, pA^ 
mètre ^es ondes progressives, est tel que 

V 27 w 



et oè X, Y, Z sont dfes foiknlons de a:, j, z, puissent vérî- 



'v3io 
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fier les équations aux différences partielles, 

\dy dx) _ \dr di) _ rf'B 



dy 



(3) 



-(S-^) -(|-|)_. 



dz 



dt^ 



dt^ 



\dx dz) \dz dy) _d^ 



dx 



ày 



W 

dF* 



Nous avons vu que cette vérification aura lieu : i® si 
X, Y^ Z sont les dérivées partielles d'une même fonction 9, 
ou si Ton a 



(4) 



A. — -r-ï 1 -r-t i* -r-n 

dx dy dz 



7,^ si les caressions 



(5) 



i--: y \(fxdz dzdy) 
\€/z dx dx dz) 
\dxdjr djrdxj 



SQfUt telles, qua leurs produits respectifs par a*, £', c* 
soient les dérivées partielles d'une même* fonction ^, ^ si 
l'on a 



{eyi"^- «'u=9, i»v=5^, c'w=^; 

dx dy dz^ 

3° enfin, si les' fonctions cj) et 4' satisfont aux trois rela- 
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OÙ G et F représentent, pour simplifier, les deux sommes 
symétriques 

— 4:êv ^— (S) ■ 

^.de G et des,^Qerivées de y, entre les rela- 
tions ^ji^nous a donné l'équation 

,'-■■ M^y (£)"** 

(o)» s ^ — ^—= I, ou S— ^ — ^=^Pi. 

dotat la seconde forme, rapprochée des mêmes rdations (7), 
conduit à la condition 

d<fd\ d^ d\ df rfX 

^ dxdx dy dy dz dz 

Enfin, jipus avons vérifié que la fonctioa ^ {2) satisfait à 
l'équation aux différences partielles (9), et qu'elle est telle, 
que les relations {7) donnent 

. dfù dtp dta 

D'après cela, les équations (9), (10), (11) sont trois consé- . 
quences distinctes du groupe (7), et peuvent conséquem- 
ment le remplacer. 

123. Détermination des projections de V amplitude, — 
Ainsi, la fonction f , qu'il s'agit de d^rn^hier, doit satis--* 
faire aux équations (10), (11), et aux coil'âîtîons (6) et (5), 
lorsqu'on y substituera les dérivées de la fonction ^ (2), 



laquelle iérifie 
tèine des deux 



ÇONS 




n peut remplacer le sys- 
(i i) par les trois valeurs. 



dff 







lia d\\ 

0) étant une «nouvelle fonction : car, si-.: 

valeurs ap^# les avoir respectivement multipnëes par 

d\ d\^dX^^: j . 1 . . ^"ifLAi^^ 

di\^^$^ par x^jr^ z^ on reproduit les equatidl|*-Ç^oJ .;•/„;. 

et (m), et i^E^ quel que soit a>. Mais cette fonc^i^gKp3bit{Y 
être telle, que les valeurs (la) satisfassent aux CiûMHMOns 
(â^'Ct (7), et en outre aux conditions d'intégrabilijl'^e ^ . 
Les valeurs (la), substituées dans la première des ex- 
pressions (5), la transfcffment ainsi : 

ajoutant et retranchant, dans le second membre, le terme 
tax ( 7~ ) ' 6^ introduisant la notation des fonctions syjmé- 
triques /îlvSgt*' 



rd\ ^ d\ 
\_dx dx 



-(S)*]' 



nous avom représenté 6 ( — j ^ar.H, n^ 130, et démontré 



i;|tfi^^^es( égal à \\ on a^donc, en multipliaijt jMura', 



%J\. 
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ajoutant et Fetranchant Xy Jt 

ûU— — a:(oni— i)— a: ,' V* > 
OU, puisque réquation {4o) du n*^ 120 donne * ^^^r» 

plus simplement, 

(.3) «.u = «^-^--^j. .#. 

Maintenant, si l'on observe que a: = - — 5 on aura succes- 
sivement 

\X r/^ ^) ~^Td^ ^ dx f^ ^ 

j,d.y} dK V 

2X» 2.\K-dx ' 

•et , en désignant — - par a , ce qui donne r ^^. 

^ ^^ R ^x R2\ £ir / 

la valeur (i3) ^Seyi^t la première du groupe suivant : 

f . ■ . ^ 

l doL ,.,, ^^^&^ dcL .„, ^ I rfa 



^ ' ^ 2a<fcr ^f^^OL df llat^dz^ 



:^-*<*. 



les deux ^autres s'obtiendraient, de la même manière, en 
« stibâtituant^si valeiMes (i 2) dans la seconde et dans la troi- 

S'ème des expressions (5). J)ans le gni^upe (i5), pour sa- 
sfaire aux conditions (6)|vil'faut'*et'il suffit que Rot> soit 
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une fonction y (a) de a, ou de — 5 on doit donc prendre 

(.6) ^ »=^/w=Ê^(s)' 

et 11 ne reste plus qu'à déterminer la forme de la fonction/, 
de telle sorte quecy existe. 

Avant d'entreprendre cette dernière recherche, remar- 
quons que les valeurs (12) donnent identiquement 

et comme on a, en observant que co (16) est la fonction deX 
et R seulement, 

1 d<f fi^tf ' dtadtf 

&> djc dx^ dx dx dta d(ù d\ dvi 

___ _- _____ _ ^ 

il s'ensuit nécessairement 

dx^ dk dxdx aR dx 

d'après les équatîons,{io) et (ii), ou définitivement 

Ainsi, les équations ^^) et (lo) ont lieu nécessairement 
qïiaYid les projections^i) vérifient les équations (3) 5 ce qui 
devaif^pNe, puisque ces équations (3) comprennent impli- 
citement la relation 



a 



/ o\ du , dv dtP ^; 
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qui exprime que les vibrations dont il s'agit ici ont lieu sans 
changement de densité. 

Voyons maintenant s'il existe une forme de la fonction/*, 
telle que les valeurs (12), dans lesquelles on substituera 
w (16), puissent être les dérivées d'une même fonction (p. 

Soit posé, pour simplifier, f{oc) =/*, -j- = f» Si l'on 

égale les deux expressions que donnent les valeurs (12) 

pour , , ? en déduisant — ? -7- de la seconde (li)* on ob- 
*^ dfdz dz dy ^ '^ 

tient lui résultat dont Jes parenthèses secondaires devien- 
nent aies trinômes symétriques, par l'addition et la sous- 
traction de termes égaux; alors, en remplaçant Sx — 

par X, S( — I par H, on trouve 

et, réduisant, divisant par x, il vient 

(.9) |?/'(^'-^H)+/(=^-sg)=o. 

On est conduit à la même équation (19), qui est symétri- 
que, en égalant les deux expressions de ^-~- j et celles de 

^ > dédyiites des valeurs (12)5 en sorte que cette équa- 
tion (19) exprime à elle sdlile le^ conditions d'intégrabilité 
delà fonction f. 

Mais il faut que cette unique relation (i^) ne contienne 

que la variable a. Or, si 1 on calculées — en diITér^t!«nt 
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une fonction y (a) de a, ou de — *, on doit donc prendre 

(.6) , '>=K^W = Ê^(5)' 

et il ne reste plus qu'à déterminer la forme de la fonction/, 
de telle sorte quecy existe. 

Avant d'entreprendre cette dernière recherche, remar- 
quons que les valeurs (la) donnent identiquement 

• ''-? 

et comme on a, en observant que co (i6) est la fonction deX 
et R seulement, 

1 d(f fl^(f dtùdtf 

(o dx dx^ dx dx dtù dtù d\ dvi 

"IlT^ 1^^ ^' 'd^~dïdi^'^ldK^' 

il s'ensuit nécessairement 

„^'© dfti ^ dad'k dti „ da 

dx^ dk dxdx dK dx 

d'après les équations.(io) et (ii), ou définitivement 

Ainsi, les équations \ï^) et (lo) ont lieu nécessairement 
qtiahd les projections ^i) vérifientles équations (3) •, ce qui 
devait fllpe, puisque ces équations (3) comprennent impli- 
citement la relation 

, ox du dv d(P . . . 

dx df ((z 
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qui exprime que les vibrations dont il s'agit ici ont lieu sans 
changement de densité. 

Voyons maintenant s^il existe une forme de la fonction /*, 
telle que les valeurs (12), dans lesquelles on substituera 
w (16), puissent être les dérivées d'une même fonction (p. 

Soit posé, pour simplifier, /*(«) =^5 y- =^ /'• Si Ton 

égale les deux expressions que donnent les valeurs (12) 

pour , , 9 en déduisant — ? -7- de la seconde (14)» on ob- 
*^ dydz dz dy ^ '^ 

tient 1^1 résultat dont les parenthèses secondaires devien- 
nent des trinômes symétriques, par l'addition et la sous- 
traction de termes égaux*, alors, en remplaçant Sx — 

par X, SI — ) par H, on trouve 

et, réduisant, divisant par x, il vient 

(.9) ë/'(^=-RH)-./(^J_sg)=o. 

On est conduit à la même équation (19), qui est symétri- 
que, en égalant les deux expressions de ^-^> et celles de 

-^ï dédyiites des valeurs (12)5 en sorte que cette équa- 



dxdy 

tion (19) exprime à elle selile le^ conditions d'intégrabilité 

delà fonction y. 

Mais il faut que cette uniquef relation (19) ne contienne 

que la variable a. Or . si 1 On calcule S -7— en dilTéreitQMt 
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les ^ équations (33) de la Leçon précédente, si Ton prend 
la valeur (37), n^ 120, de H, et qu'on introduise a (i4)f 
on arrive aux deux valeurs 

d'oà Von déduit, en divisant la première par la seconde, 

^ (V— RH) —(i— fl^a)(i - è'a){i — 
mais Téquafion (19) peut s'écrire ainsi : 

T^^ (V-KB) -"7"' 
on a donc, en a seul, 

naf- __ iqa? —po? -¥_l ^ 

/ "" (l —a^OL)[l — ^*a)(l — cr»a) ' 

OU bien, par une décoiJl^position facile, * 

, , 2/' I a» /^» c' 




y a I — û^a 1 — ^'a 1 — c'a 

D'où Ton conclut, par une intégration immédiate , et en 
remplaçant ensuite a par —» 

^ ^ ) -r ^'^' • 

. . ; -f ■' "~ ^ ( R-*^ a^^) (R — ^U') (R — c^X') ' 

C étant une constante arbitraire de-mème signe que le dé- A 
nominateur, afin que/ " soit positif ou^réel.' 
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Le radical y^Q' — 49RP = D est pris positivement dans 
X (2), et la seconde des formules (29) de la Leçon précé- 
dente -établit l'inégalité » *■ 

(23) ^V>RP. 

La valeur Xy, n° 120 ('3q), devant être positive, il faut, 
vu l'ordre décroissant a^b^ c^ que les deux facteurs 
i'X* — K^c^a}}} — P soient de même signe, et l'inégalité 
(23) exige qu'ils soient positifs 5 on a donc 

alors, des trois facteurs du dénominateur de /** (22), les 
premiers sont négatifs, le dernier positif, et la CQn- 
lïite C doit être positive, égale à + e*. Si, pour simpliBer, 
".Toii désigne par xs le radical 



*% 



(24) 


V/(«'V~ 


-R)(^'X^ 


— 


R}(R- 


- c'y?) = 


BT, 


on aura 


conséquemmen t 




' , ■ 






(25) 


/= 


XR 


w 


_/_ 
R 







124. Valeur de V amplitude» -r- En résumé, les équa- 
tions aux différences partielles (3) sont vérifiées par les 
valeurs (i), où X a la valeur (2) quand on prend 






le coefficient ti étant bf^'fonction (a5). Soit U la demi-am- 
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plitude de la vibration en M 5 X, Y, Z en sont les projec- 
tions, et l'on a 

' i =-[-<ê)'-(-Ê)'] 

mais, diaprés la seconde formule (20) et a (14)9 

__ {an^ ~ R) ( bn' — R) ( R — en») 

""DX'' 

Substituant celte valeur, et w (aS) dans U* {27), on a dé- 
finiUvement 

{18) U=:-L = 



V/D ;/Q^— 47RP 

pour représenter la loi des amplitudes des vibrations aux 
différents points du milieu, agi té par les ondes, progressives 
émanéesde l'origine des coordonnées, centre uni que d' ébran- 
lement. Cette loi remarquable, et qu'il était difficile d'éta- 
blir^ tiiîe autre manière, suffirait à elle seule pour justifier 
la recherche analytique que nous avons entreprise. Mais, 
avant d'interpréter cette loi, voyons quelle est la direction 
de la vibration U. 

125. Direction des vibrations, — Rappelons ici les équa- 
tions (33) de la Leçon précédente, qui donnent les dérivées 
de il ^ on en^ déduit 

,. ^_ d\_ yz{ù' — c^){ R — a^V ) ^ 
■^^ dz ^ df~' m ' 
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et, les parenthèses des valeurs ( 26) de Y et de Z se calculant 
de la même manière, on a 



^ __ eyzjb' — c^) [R — an') 

(29) )^^^z.{c^-a^)(R^bn^)^ ^ 

Dut 
_exr{a^--b^){R—cn^) 
\ Du 

Désignons par f , n^ ^ les cosînus des angles de direction 
de la vibration U, on aura, en remplaçant cr par sa va- 
leur (24) et réduisant. 



Ç __ X ^ _ rg( A' — C ) ^Ja'V — R 



U v/(^^X=— R)(R — c»X>)v/Q=*— 4yRP 

Ti et ^ se mettent sous une forme semblable. Or, r» r» r» 

sont les coordonnées du point où le rayon OM rencontre la 
nappe interne de la surface des ondes, ou de l'onde progres- 
sive dont le paramètre X (2) est l'unité. Les cosinus ^, >3, ^ 
peuvent donc s'exprimer complètement en fonction des coor- 
données de ce point. C'est dire que tous les points de OM, 
sans exception, exécutent des vibrations parallèles entre 
elles. Et l'on voit facilement que le mouvement général sera 
défini, si Ton connaît le mouvement particulier des molé- 
cules situées sur la surface des ondes, ou sur Tonde pro- 
gressive dont le paramètre est l'unité. 

Les cosinus Ç, m, Ç (3o), ainsi exprimés à l'aide des 
coordonnées du point Ms, où la droite OM rencontre la 

A* 
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nappe înlerne de. la surface des ondes, donnent une di- 
rection qui coïncide avec celle des vibratH^nf .appartenant 
à Tonde plane tangente en Mf Pareillement, si, au lieu 
de prendre X (2), on adoptait - 



^).^y/: 



Q-vQ^-4yRP 

27 



on trouverait des cosinus |^ m, Ç exprimés à l'aide des 
coordonnées du point Mt, où la droite OM rencontre la 
nappe externe de la surface des ondes, et qui définirait une 
nouvelle direction, coïncidant avec celle des vibrations que 
propagerait^ l'onde plane tangente en Mf Pour constater 
ces coïncidences, il faudrait recourir à de nouvelles for- 
mules, qui donneraient trop d'extension au chapitre que 
nous traitons; d'ailleurs, la discussion qui va suivre peut 
se passer de ces résultats. 

126. Lois de F amplitude. — Soient toujours Mi et M, 
les points où la ligne OM rencontre les deux nappes, enve- 
loppante et enveloppée, de la surface des ondes 5 et repré- 
sentons par.Rj , Pi , Qi , et par R,, P,, Q, les valeurs des 
R, P, Q pour ces deux points ; X^ et X, étant les deux retards 



/Q — D /Q -+- D 

/ - - et 4 / -i ., on aura 

27 



.vV«V-^ 



R=r:X;R,=rX;R,, P =r XJ P, =r ^J P„ Q = ).f Q, =r >» Q„ 

et en outre, par Féquatiou de la surface des ondes, et 
d'après le n^ 101, 

Q,=R.P,-f-7> Qî = R2P2-4 7, '7==RiP2=R.Ptf R.>R,. 
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On déduit de ces dernières relations, 

q\ - 47R»P, = (7 - R,P,)' = PJ (R. - R,)' = •?'(^^7^)'* 

de telle sorte que D admet les valeurs suivantes : 

D=>ÎP,(R.-R,)=:>iP,{R,-R,)=rP(R,-R,) 

De là résulte, pour la demi-amplitude, 



(3.) 



liaoc y R, — Rj •» 
qui appartiennent au^ deux vibrations d^ji§BR^, le re- 
tard de Tune de ces vibrations, étant Xi = i/-^ » celui 

de l'autre Xà^cp: i/- • Comme ces deux vibrations sont 

^ V ^9 





indépenéKites, et que chacune pourrait exister seule, il 
n'j? a aucune dépendance nécessaire entre les deux con- 
stantes Si, 6s, lesquelles sont distinctes et quelconques. 

Dans les valeurs (3i), Ri et Rj sont deux paramètres, va- 
riables avec la direction de OM, mais constants pour tous 

les points de cette ligne. Puisque Xj = t/ô"' ^2 =^ V/ jT- 

et que R est le carré de la distance OM = r, les deux valeurs 
(3i) peuvent être réunies dans celle-ci, ^ 



(3;*.,iMé.. "^^.s/^A 



r 



qui fait voir que Tamplitude des vili^rï^tions, -de tous les 
3« ÉDiT. * - . ' 21 



< 
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points d'une même direction, est en raison inverse de la 
distance au centre d'ébranlement. Diaprés une formule dé- 
montrée dans la dix-neuvième Leçon, Ma valeur (32) peut 
se mettre sous la forme 

/oov U = t _• 

^ ' i»/(rt' — c')sin/sini' '•' 

i et i' étant les angles que la droite OM fait avec les deux 

axes optiques. Cette expression générale de Tamplitude 

devient infinie pour/ = o, i'=o, r= o, c'est-à-dire sur 

les axes optiques, et au centre même de Fébranlement. 

Mais il faut se rappelerque les projections i/, i', w, n®118, 

se composent chacune de deux termes ayant respective- 

i."* t — lt t — li 1 

men^^p€M&^ facteurs cos 2 it — — ? cos 2 tt — =— 5 or , lorsque 

i= o, ifja=: Q, r= o, ou lorsque le radical ^Q* — 4^RP 
est nul, on a^i = 7|, et les facteurs précédents sont égaux j 
ce qui fait rentrer ces cas extrêmes dans une question d'in- 
détermination que nous traiterons dans la Leçon suivante. 
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Fin des recherches sur la possibilité d'un seul centre d*ébranlement.— Mou- 
vement général des ondes progressives. — Nécessité d'admettre Téther. — 
Conclusion. — Sur la constitution intérieure des corps solides. 



127. Mouvement à la surface des ondes. — Toutes 
les molécules de la surface des ondes reçoivent en même 
temps les ébranlements élémentaires venus du centre; leurs 
vibrations sont donc toujours concordantes, ou sans aucune 
difTérence de phase. De plus, ces vibrations s^ exécutent sur 
les plans tangents à la surface, et perpendiculairement aux 
rayons *, elles sont donc dirigées sur les courbes sphériques, 
n*^ 103. Mais l'amplitude de la vibration n'est pas la même 
sur toute l'étendue d'une courbe sphérique : car Ui ou Uj 
(3i), n^ 126, pour Xj = i ou pour Aj=: i, n'est pas con- 
stant avec Ri ou avec Rj. On peut néanmoins représenter 
le mouvement de toutes les molécules situées sur une même 
courbe sphérique, par des oscillations périodiques de cette 
courbe, accompagnées de dilatations et de contractions li- 
néaires dans les diverses parties. Et les oscillations de 
toutes les courbes sphériques, avec des amplitudes diffé- 
rentes, représenteront le mouvement qui a lieu sur toute 
la surface des ondes. 

De cette manière, chaque point oscille ou vibre sur la 
courbe sphérique dont il fait partie. Mais l'extrémité d'uu 
axe optique se trouvant à la fois sur deux courbes sphériques, 
son mouvement se distingue de celuijfe tout autre point : 
les deux courbes le contournent, en quelque ^rte, par 
deux arcs opposés^ par deux demi-cercles ou 4iKux demi- 
ellipses, dont les courbures sont extrêmement grandes. Delà 

21. 




Â^r^kwte, pour le point singulier dont m' agit, un mouvement 
fimnippii» circulaire ou elliptique. C est ainsi que Ton peut 
expUqvw et faire disparaître T indétermination apparente 
'du mouvement des points situés sur les axes optiques. En 
résumé, dans le mouvement général que nous voulons dé- 
finir, et qui provient d'un seul centre d'ébranlement, 
parmi les points situés sur la surface des ondes, le plus 
grand nombre exécutent des vibrations linéaires ^ d'autres 
des oscillations curvilignes, et quatre seulement des rota- 
tions ^tour de leurs positions d'équilibre. Maintenant que 
I '^le mode d'agitation de la surface des ondes est compléte- 
>?^^ment défini, il reste à en déduire le mouvement général 
'qui résulterait d'un système d'ondes progressives à deux 
nappes, provenant d'un centre unique d'ébranlement. 

128. Moui^ement génénd des ondes progressives. — 
Rappelons d'abord le genre de coordonnées curvilignes qui 
appartient à la surface des ondes: nous avons vu (19* Le- 
çon), qu'il existe deux familles de cônes, traçant sur cette 
surface des courbes orthogonales, et que nous appelons les 
côn^s Ri et les cônes R, ; un cône Ri coupe la nappe 
enveloppante suivant une courbe sphérique, et la nappe 
epyeîoppée suivant une courbe ellipsoïdale; l'inverse a lieu 
pope un cône R|. Ces cônes, se conduisant de la même 
manière pour toute onde progressive, quelle que soit sa 
position, coordonnent très-simplement le genre de mouve- 
ment que nous étudions. Plaçons-nous en un point M d'une 
arôte commune à deux de ces cônes ; si une seule vibration 
a lieu à l'origine O, le point M exécutera successivement 
deux vibrations, l'une après un retard X^, n** 117, sur la 
courbe sphérique dû cône Ri, l'autre après un retard X, 
ilur la ^^gtinrbe sphérique du cône Ri -, ou plutôt, ces deu||, 
courl>es feTtbnt chacune une oscillation après ces deux re- 
tards respectifs. 



■*■ *^r- 
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Supppso]!;^s maintenant que le centre d^ébraolemen^ pr<a 
duîse une suite indéfinie d'ondes progressives, et plaçons- 
nous sur un des cônes Ri ou Rj 5 ce cône est le lieu d^une 
infinité de courbes sphériques^ tracées par les sphères dont 
le centre est en O; lors du mouvement général, toutes ces 
cQUjrJpues oscilleront*, leurs oscillations seront isochrones, 
nijiâ^les auront des phases différentes; lé retard ou la 

phase qui correspond à chaque courbe étant 1/ «- ' oti 

i /— -, ce sera comme si le mouvement oscillatoire des 

courbes sphériques se propageait, sur la surface du cône, 
avec une vitesse de propagation égale à y/Ri ou à v^j. Le 
mouvement sera, le même sur tous les cônes Ri ouRt, mais 
avec des vitesses de propagation différentes. Enfin, le mou- 
vement, sur chacun des deux axes optiques, résultera d'une 
rotation continue, circulaire ou elliptique, se propageant 
avec la vitesse b.De la coexistence de ces mouvements di- 
vers, on conclut complètement le mouvemeat^ ybratoire 
d'un point M du milieu, situé à une distance V^ du centre 
d'ébranlement : car les projections m, f^, w de son dépla- 
cement, à l'époque f, sont les somme% respectives des pro- 
jections i/i , 1^1 , Wi 5 et Ils , 1^, , Wa de deux déplacenients 
^riodiques, s' exécutant sur les deux courbes sphériques 
des cônes Ri et Rj, dont l'arête commune est OM; les 

phases de ces deux vibrations sont ^1 = iZ — et X, n^ 1/ S"' 
leujs amplitudes sont Ui et Us, n** 126. 

1^. Nécessité d'adigettre TétheT: — Mais il «fâÉ|ifn 
point, un sej^l, déàv le mouvement reste inconn9|^^€st 
l'origine O, le cettk|re ui^ique dé* l'ébranlement, le sommet 
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de tous les cônes Ri et Rf Pour obéir aux iAitjrov^éss^ ce 
point devrait exécuter des vibrations d'une amplitude in- 
finie, et cela, dans toutes les directions, à la fois, ce qui est 
physiquement impossible. Doit-on conclure de là que l'hy- 
pothèse d'une suite indéfinie d'ondes progressives produite 
par un seul centre d'ébranlement est inadmissible? Nous 
ne le pensons pas. L'explication des phénomènes optiques 
des milieux biréfringents, fondée sur cette hypothèse^ a 
donné trop de preuves de sa réalité, a découvert trop de 
faits nouveaux, pour qu'on puisse la rejeter. Il faut donc 
chercher une autre conclusion, qui laisse subsister une 
théorie physique, appuyée sur de tels services rendus à la 
science. 

La mati^e pondérable n'étant pas continue, si Ton dé- 
coupe l'espace qu'occupe le corps biréfringent en polyèdres 
égaux, qui comprennent chacun une seule molécule inté- 
grante, chaque polyèdre élémentaire constituera ce que l'on 
peut appeler le système d'une molécule. Cela posé, l'ori- 
gine O est occupée par une molécule pondérable, et il/aut 
chercher quel genre d'agitation peut s'établir dans son sys- 
tème, pour qu'il en résulte, au delà, les ondes progressives 
dont l'e^^périence constate les effets. Le mystère est ainsi 
concentré dans ce système, car, quelque petit que soit ^, 
pourvu qu'il ne soit pas nul, ou bien, quelque voisin de O 
que soit le point M, pourvu qu'il ne se confonde pas avec 
cette origine, le mouvement de ce point est complètement 
défini. Or, si la matière pondérable existe seule dans le sys- 
tème central, elle eèl totalement ^incapable de produire 
l'effet «[ont il s'agit : puisque, si le^milieu vibrant qui pro- 
page la lumière dans le cristal ne se compose que de par- 
ticulea- pondérables, on est i né visiblement conduit à'cette 
côhséc|uence, que la molécule O doitexéçuter des vibra^iom 
d'amplitude infinie dans toutes les directions à la foi^. j^i 
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faut donc, nécessairement, que le système central, et par 
suite tout l'espace biréfringent, contienne une autre espèce 
de matière, qui soit le véritable milieu vibrant sous l'in- 
fluence de la lumière; tandis que la matière pondérable ne 
remplit qu'un rôle purement passif, en modifiant, par une 
sorte de résistance, les directions des vibrations et les vi- 
tesses de propagation dans Jes divers sens. Cette nouvelle 
espèce de matière ne peut êtp«^flue l'éther, dont l'existence 
est démgnjrée par le fait de la gcopagation des ondes lumi- 
neuses a^ins les espaces planétaires. 

130. Possibilité d'un seul centre d'ébranlement. — 
Puisque Féther existe dans le système de laiAntA^eule cen- 
trale, il est possible de se figurer un mode d'^giy^jy^a de ce 
fluide, capable de produire les ondes progresspj^li^^^eux 
nappes. Imaginons que l'éther y soit distribué en couches 
d'égal potentiel, ayant, à une certaine dislance du centre 
de gravité du système, la forme d'ellipsoïdes bomofocaux. 
Lors de l'agitation, une molécule du fluide, située sur une 
de ces couches, est déplacée ; son déplacement se décompose 
etf^trofs projections : l'une normale à l'ellipsoïde qui, occa- 
sionnant un changement dans la densité du fluide, n'appar- 
tient pas à la lumière; les deux autres transversales, et 
dirigées suivant les tangentes aux deux lignes de courbure 
de rellipsoïde. Ces dernières projections occasionnent les 
oscillations des lignes de courbure ; oscillations qui se pro- 
pagent, avec des vitesses diverses, sur J|& hyperboloïdes 
homofocaux, conjugués aux ellipsoïdes, et, au loin, sur lès 
cônes asymptotiques à ces hyperboloïdes, xijf^1to4. Les axes 
optiques ne sont autres que les asymptotes de l'hyperbole 
qui passe par les ombilics des ellipnfiOwel qui pmpage 
d^ mouvements rotatoires continu9iS|]^pir cette manière 
de concevoir le mou veulent général, la molécule pondérable 
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en O »t imiDobîleî soo armoaphfre flaîde est conndérée 
commis occupant toat le crûul, et les autres particules poik- 
dérables, dÎMémioées dans cette atmosphère, s j waeuwHÊt 
comme Téther qui les entoore oa doot^les tioinent la 
plaaibll ^ passerait là on phéoomèDe analoçoe à cdai que 
présenterait ooe nappe d'eau, parsemée de flotteurs crBn- 
dricpes lestés, si Ton faisait décrire à on seol de ces flotlears 
plosieors oscillalicns f ertical^ : le flotteur âbranlé derien- 
drait le centre d'on jjstèoie d*#B|^ circolui^i^C'propa* 
géant à la surface A liquide/ À les aotres Vww» se 
mooT raient comme Teau ambiante. ^^ 



i31 . C!oaaHJK>/i. — Nous voici arrirés an terme de laf ^ 
longue reclKfclie que nous avons entreprise, dans le seuf 
but de donmnm exemple de l'utilité que peut oflrir la 
théorie ma«ffiàtique de Télasticiié, comme moyen d^ex- 
ploration dans les questions de Phpique générale. Mous 
nous étions proposé de reconnaître si la matière pondérable 
est réellemeiit le milieu qui vibre et propage la lumière 
dans les cristaux diaphanes. Il ne peut plus exister de- 
Soute sur cette question, car il résulte clairement dé^otre 
analysé que la matière pondérable, seule, est complètement 
incapable de produire les ondes progressives qui expliquent ^ 
les phénomènes optiques des corps biréfringents, et qui 
ont fait découvrir la plupart de ces phénomènes. Les ondes 
lumineuses sont donc produites et propagées, dans les corps 
diaphanes, par les vibrations d^un fluide impondérable, le- 
quel ne peut être que Téther. Or, ces conséquences impoli 
tantes ne pouvaient être déduites^ d^une inanière certaine 
et rigoureuse, qu'à Taide du calcul et enparUnt de la théo- 
rie de Télasticit^. "L'explication que nous avons ébauchée 
au paragraphe préeéaènt,^ nécessiterait d'autres recherches 
analytiques et des épreuves expérimentales, dans le but^de 
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reconnaître si elle est vraie ou fausse f toutefois, dès à pré- 
sent, elle définit, d'une manière très-si<nple, le mouve- 
ment des ondes progressives à deux nappes, celui qfûi se 
propage sur les cônes orthogonaux, et surtout les ax*:^ op-' 
tiques; malgré ces avantages, nous ne la donnons ici que 
pour opposer, à l'impossibilité physique des ondes lumi- 
neuses par la matière pondérable seule, un moyen facile de 
concevoir leur formation par l'éther répandu dans les corps 
diaphanes. 

132. Différence av^ec la théorie de FresneL i^NouS 
avons exposé la théorie de la double réfraction en suivant 
la même marche que Fresnel, mais en nous servant de la 
théorie mathématique de l'élasticité, telle qu'elle existe 
aujourd'hui. Au lieu des formules de cette théorie, Fresnel 
a employé une hypothèse, ou un principe de dynamique 
qu'il aurait examiné de nouveau, s'il n'eût été enlevé pré- 
maturément à la science qui lui doit ses progrès les plus 
importants. Son travail est suffisamment décrit |}ans plu- 
sieurs Traités de Physique ; de son principe hypothétique 
il déduit assez rapidement l'équation qui donne les vitesses 
des ondes planes; et il en conclut l'équation de la surface 
des ondes, origine de sa découverte des cristaux à deux 
axes. Mais il résulte de son point de départ, que la vibra- 
tion s'exécuterait, à la surface des ondes, sur les dÉurbes 
ellipsoïdales, et non ^r les courbes sphériques ; c.estdjiBfcte 
qu'elle serait pardlele à la projection du rayon lumineux 
' sur l'onde plane tangente â^la sur|ajh|j, et non perpendicu- 
laire à ce rayoï^^comine l'indique'ra^éorie de Télastic^Nfe-A 

Il parait 4ifficile de décidei;^ ^r res;périence|Jtepelle 

de dbs deàx directions est la véntaÙe ; car, <juelle qv^soit 

celle que Ton adbpte^ les deux ray^fts réfractés, correspond 

d«ntaj|inedi!^ème incidenceV softt polarisai è^ angle droit, et 

^7 
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toutes les conséquences relatives à la polarisation sont les 
mêmes. Dans leurs recherches analytiques sur la réflexion 
cristalline, Mac-Cullag et Newmann ont adopté la vibra- 
tion perpendiculaire au rayon lumineux, et leurs formules 
paraissent s'accorder avec les faits. Mais, puisque Téther 
est réellement le milieu dont les vibrations propagent la 
lumière dans les cristaux biréfringents, les formules que 
nous avons exclusivement employées sont sans doute insuf- 
fisantes. La densité de Téther peut n'être pas la même dans 
toute l'étendue du système d'une molécule ; et de là résul- 
terait la nécessité de substituer des fonctions périodiques 
aux coefficients constants des N.-, T.. En outre, les termes 
qui contiennent les dérivées secondes des déplacements ne 
seraient pas négligeables. Or, les formules plus générales 
qui tiendraient compte de toutes ces variations, pourraient 
conduire à des lois différant beaucoup de celles que nous 
avons établies. C'est ce qui parait résulter des belles re- 
cherches analytiques de Cauchy, sur ce sujet difficile^ 
puisqu'il est conduit à la même conséquence que Fresnel 
pour la direction de la vibration. 

133. Perturbations, — L'expérience vérifie toutes les 
conséquences déduites de la forme exacte de la surface des 
ondes, telles que les directions et les vitesses des deux rayons 
réfractés correspondant à toute incidence, à toute position 
de la face du cristal, et les phénomènes si singuliers des 
réfractions conique et cylindrique 5 il serait difficile de 
trouver une théorie partielle qui fût plus complètement 
d'accord avec les faits. Toutefois cet accord t)araîftcesscr 
"qpand on étudie la dispersion de la lumière dans les milieux 
biréfringents : l'expérience constate que les positions 3es 
axes optiques varient afvec l'espèce de lûtxiière homogène 
ou avec la durée de 1» vibration ^ .c'est-à-dir|1fii^e les posi- 
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tions des axes d'élasticité et les grandeurs deS vitesses prin- 
cipales «, è, c changent d'une couleur à une autre. Mais 
toutes ces variations, ainsi que le fait de la dispersion dans 
tout milieu diaphane, sont, pour ainsi dire, de l'ordre des 
perturbations. Ces phénomènes dépendent, comme Fresnel 
l'a fait voir, des termes négligés, de ceux qui contiennent 
les dérivées d'ordre supérieur des déplacements molécu- 
laires 5 et la théorie, limitée à une première approximation, 
ne pouvait ni les expliquer ni les prévoir. 

On remarquera combien il est difficile de quitter les 
ondes lumineuses quand on les aborde sur quelque point : 
notre but était de prendre un exemple, aussi restreint que 
possible, de l'utilité que peut offrir la théorie de l'élasti- 
cité, comme moyen d'exploration; nous avons choisi la 
double réfraction, mais en évitant avec soin de toucher 
aux autres chapitres delà théorie physique de la lumière; 
c'est pour cela que nous avons si;|j(|litué au principe des 
interférences l'analogie avec les ondes liquides, dans les 
explications préliminaires de la réflexion, de la réfraction 
simple et de la construction d'Huyghens; que nous nous 
sommes gardé de prononcer les mots de plan de polarisa- 
tion^ et beaucoup d'autres. Mais, lorsque le but est atteint, 
quand le moment du repos est venu, voilà qu'une mifltitade 
de questions surgissent, qui exigent au moins quelques 
mots de réponse ; et tous les chapitres que nous voulions 
éviter semblent se mettre de la partie. Malheureusement, 
nous n'avons ni le temps, ni surtout^ la puissance de satis- 
faire à toutes ces exigences. 

1^. Sur la constitution intérieure des çgrps solides. — 
Noiâ^^rminerons cette Leçon, et le CoiçiC^ue nous avoi^ 
entrepris, par quelques réflexions sur la constitution, ii^té- 
rieure des corps solides, fonçons d'abord, sans JUjént^iou 
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et sans scrupule, une opinion que les faits justifient, et qui 
a présidé aux méthodes, et même aux procédés analytiques 
4ont nous avons fait usage. C'est que toutes les questions 
relatives à la Physique moléculaire ont été retardées, plutôt 
qu'avancées, par Textension, au moins prématurée sinon 
fausse, des principes et des lois de la Mécanique céleste. 
Les géomètres, préoccupés par Timmense travail néces- 
saire pour compléter la découverte de Newton, habitués à 
trouver Texplication mathématique de tous les phénomènes 
célestes dans le principe de la pesanteur universelle, ont 
fini par se persuader que Fattraction, ou la matière j^ndé* 
rable seule, devait pareillement expliquer la plupart des 
phénomènes terrestres. Aussi Tont-ils prise pour point de 
départ de leurs recherches sur les différentes parties de la 
Physique, depuis la théorie de la capillarité, jusqu'à celle 
de l'élasticité. H est sans doute probable que les progrès de 
la Physique général^onduiront un jour à un principe, 
analogue à celui dô la pesanteur universelle, dont ce dernier 
ne sera même qu'un corollaire, et qui pourra servir de base 
à une théorie rationnelle, embrassant à la fois les deux 
Mécaniques, céleste et terrestre. Mais, présupposer ce prin- 
cipe inconnu, ou vouloir le conclure en entier d'une seule 
de ses parties, c'était retarder^ peut-être pour longtemps, 
l'époque de, sa découverte. 

Quand la science de la Mécanique moléculaire sera de- 
venue rationnelle dans toutes ses parties, la constitution in- 
térieure des corps ou des milieux pondérables fera l'objet 
du dernier de ses chapitres, de celui qui devra s'appuyer sur 
tous lef autres. Il sera donc pour longtemps impossible de 
s'en faire line idée complltement satisfaisante. Cependant 
^ cette idée, toiyours remaniée et toujours imparfaite^ pré- 
' sîde à toute ^(ude des phénomè^s naturels. C'est e% elle 
que viennent se coucentreir MMes les difficultés,^ Unis iês } 
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doutes que le physicien et le chimiste rencontrent dans leujps 
travaux de recherche. C'est dans le but de l'éclaîrcir, de la 
définir, que les plus illustres géomètres ont entrepris tant 
de travaux infructueux. Est-ce une énigme à jamais inso- 
luble? A cette question il faut répondre : Oui, si Ton ne 
veut admettre que la matière pondérable; non, si Ton ad* 
met en outre l'existence de Féther. 

Si, de la matière pondérable elle-même, émanent les 
forces attractives et répulsives, qui rapprochent et éloignent 
ses particules, il faut que ces forces opposées varient de 
telle manière, que le système de deux molécules seulement 
puisse être en équilibre pour un grand nombre d'intervalles 
^ ^fférents ; et que le corps solide formé par le groupement 
•^-^X'j j^n grand nombre de molécules ait la même densité à la 
•^lljS^face qu'à l'intérieur, quelles que soient d'ailleurs la 
" figure et les dimensions de ce corps. Sinon le fait de la cris- 
tallisation, et l'homogénéité des cristaux dans toutes leurs 
parties, ne s'accorderaient pas avec l'hypothèse poséff^ais 
il est difficile, pour ne pas dire impossible, d'imaginer des 
fonctions représentant les forces dont il s'agit, et qui puis- 
sent satisfaire complètement à toutes ces conditions. On est 
inévitablement conduit à admettre des intervalles plus 
grands pour les molécules voisines de la surface, d'où ré- 
sulterait une diminution de densité, que l'expérience n'a 
jamais pu constater. De là s'élève un doute surlajAlité du 
principe admis, que toute la puissance de l'analyse mathé- 
matique ne saurait détruire. 

Mais si l'éther existe et entoure toutes ifes particules pon- 
dérables, on peut se rendre compte, comme il suit, de la 
constitution intérieure des corps solides, sans être forcé 
d'adfmeltre des varîfttions dans les infervalles moléculaires ; 
et si ce preix)ier pas nous laisse encore énoiinémentloin de 
rejcpJicatioD, ou de la définition complète, ^|^ent qu'il est 
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réellement dirigé sur la route qui doit y conduire. Rappe- 
lons d^abord le phénomène des attractions et des répulsions 
apparen!^ des corps légers à la surface de Teau : imaginons 
une multitude de flotteurs cylindriques, lestés de manière à 
rester verticaux, tous semblables, de même nature, et d'un 
très-petit diamètre ; par leur action capillaire^ ils dépriment 
ou exhaussent tous le liquide près de leur ligue de flot- 
taison 'j lorsqu'on les rapproche suffisamment^ ils s'attirent, 
et restent en quelque sorte collés les uns contre les autres, 
de manière à composer un amas de forme quelconque, une 
sorte de lame qui se meut tout d'une pièce •, on ne distingue 
aucune diflerence entre les intervalles des flotteurs réunis, 
vers le milieu de la lame, et près de ses bords ^ le liquide 
interposé y est seul inégalement abaissé ou élevé. D'après 
rhypothèse nouvelle, l'agglomération de molécules, qui con-*, 
stitue un corps solide, serait analogue à la lame formée par 
les flotteurs dans l'expérience que nous venons de décrire : 
l'éther y jouerait le rôle du liquide; les actions répulsives 
ou attractives exercées par la matière pondérable sur le 
fluide remplaceraient Faction capillaire; les intervalles 
moléculaires pourraient être les mêmes dans toute l'étendue 
du corps ; la densité de l'cther, analogue à la hauteur du 
liquide, serait seule inégale. Nous ne déduirons aucune 
conséquence de cette analogie. Nous voulions seulement 
monireiv que, si Tancienne hypothèse est impuissante et 
stérile, la nouvelle présente au coittraire une véritable fé- 
condité, dont il sera nécessaire de bien diriger l'emploi. 

Quoi qu'il en soit, l'existence du fluide éthéré est incon- 
testablement démontrée, par la propagation de la lumière 
dans les espaces planétaires, par l'explication si simple, si 
complète, des phénomènes de la diffraction dans la théorie 
des ondes • et,:ë|j^me nous ràvX)ns vu, les lois de la double 
réfraction prouventavec non m'oins de certitude que l'-éA^r 
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existe dans tous les milieux diaphanes. Ainsi la matière 
pondérable n'est pas seule dans l'univers, ses particules 
nagent en quelque sorte au milieu d'un fluide. Si ce fluide 
n'est pas la cause unique de tous les faits observables, il 
doit au moins les modifier, les propager, compliquer leurs 
lois. Il n'est donc plus possible d'arriver à une explication 
rationnelle et complète des phénomènes de la nature phy- 
sique, sans faire intervenir cet agent, dont la présence est 
inévitable. On n'en saurait douter, cette intervention, sa- 
gement conduite, trouvera le secret, ou la véritable cause 
des effets qu'on attribue au calorique, à l'électricité, au 
magnétisme, à l'attraction universelle, .à la cohésioç, aux 
affinités chimiques j car tous ces êtres mystérieux et incom- 
préhensibles ne sont, au fond, que des hypothèses de 
coordination, utiles sans doute à notre ignorance actuelle, 
mais que les progrès de la véritable science finiront par 
détrôner. 
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